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AVERTISSEMENT 



Chargé de revoir et de compléter la dernière édition des 
Éléments d'Algèbre de Henri Bos, dont le souvenir est cher au 
lycée Saint-Louis, j'ai tenu à respecter une œuvre que l'auteur 
avait rédigée avec un soin tout particulier, et ne lui ai fait 
subir que de très légères modifications de détail. 

Mais, depuis quelques années, le programme des connais- 
sances mathématiques exigées pour l'admission à l'École de 
Saint-Cyr s'est sensiblement étendu. Pour conserver aux 
Éléments d'Algèbre leur destination primitive, j'ai dû les faire 
suivre de compléments, que je publie aujourd'hui. Ce volume 
contient les principes généraux sur les limites et la continuité, 
la recherche des dérivées et leur application à l'étude des 
fonctions ; puis des notions de Géométrie analytique, où sont 
développées toutes les questions spécifiées dans le programme 
de l'École Militaire, ou s'y rattachant directement. Les candi- 
dats à cette école, et, en général, les élèves de mathématiques 
élémentaires qui veulent ensuite faire des études scientifiques 
plus complètes, trouveront ainsi une initiation, que j'ai tâché 
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Il AVERTISSEMENT. 

de rendre aussi claire que possible, à la méthode analytique 
si féconde inventée par Descartes. 

J'espère être resté dans la juste mesure, grâce aux pré- 
cieuses indications qu'ont bien voulu me donner plusieurs 
de mes collègues chargés spécialement de la préparation à 
Saint-Cyr; je leur adresse ici mes affectueux remerciements. 



L. Launay. 
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COMPLÉMENTS 

D'ALGÈBRE 

DÉFINITIONS 



t. FoBctl«Mi d'une varUible indépendante. — On dit qu'une 
quantité y est fonction d'une autre quantité variable x, quand ces 
deux quantités sont liées Tune à l'autre de telle manière que, si x 
varie, la quantité y varie aussi suivant une certaine loi, et qu*à 
chaque valeur attribuée à x corresponde une ou un nombre limité 
de valeurs déterminées de y. 

La variable x est appelée la variable indépendante. 

Ainsi, dans un triangle dont la base est constante, la somme des 

carrés des deux autres côtés est une fonction de la distance Au 

sommet au milieu de la base; Taire d'un cercle est une fonction du 

MA 
rayon. Le rapport sg^ des distances d'un point H, mobile sur une 

droite à deux points fixes A et B marqués sur cette droite est fonction 
de la distance du point A au point H. 

9. Foneti<Mi explicite et fonetlon implicite. — IVoUitlons. — 

La relation qui établit une dépendance entre y eix s'exprime algé- 
briquement par une équation entre ces deux variables. 

1^ Si cette équation est résolue par rapport à y, on dit que y est 
une fonction explicite de «r. 




Ainsi < bx-+'C sont des fonctions explicites de x. 



3 cos* X 

LAUXAT. — COMPL. D*ALO. 
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2 COUPLÉMENTS D'ALGÈBRE. 

On désigne en général une fonction explicite de x par les notations 
f{x), ¥(x), (f(x) ; on a donc entre y et ^ Téquation résolue 

la notation / indiquant les calculs à elTectuer sur une valeur 
attribuée à x pour en déduire la valeur correspondante de 1;) 
fonction y, 

2*» Si r équation entre y et x n'est pas résolue par rapport à y, 
r'est-à-dire est de la forme : 

f(r,y) = 0, 

on dit que y est une fonction implicite de .r. 
Si, par exemple, on donne les équations : 

[1] .rsini/ — 2^tangar = 0, 

[2] 2.r« — àxy -+- V — 2ax — iay -f- 9a« = 0, 

on ne sait pas résoudre la première par rapporta y; on pourrait 
résoudre la seconde. 

Mais si on laisse 1 équation sous la forme [2] sans la résoudre, 
on dira pour celle-ci, comme pour Téquation [1], que la variable // 
qu'elle définit est une fonction implicite de x. 

Nous ne nous occuperons que des fonctions explicitesy c*est-à-dire 
que nous supposerons toujours Téquation résolue par rapport à y. 

3. dasslflcation des ronctlonii cxplleltefl. — Une fonction est 
algébnquey quand la variable x n'y est soumise qu'aux opérations 
<lc Tarithmétique : addition, soustraction, multiplication, division, 
élévation à des puissances dont l'exposant est connu, extraction de 
racines d'indice connu. 

La fonction est transcendante y quand ;r figure sous d'autres signes, 
tels que les signes trigonométriques, le logarithme, etc. 

^x i ^Jx-k-X 

Ainsi |,=:3ar» — r).r-hl, y:^!——, y = V=, 7' 

.sont des fonctions algébrique». 
Tandis que 

loff.r -, 

i/ = tanga:, .V = .^' — sm.r, ?/=— i^, y = ^ » 

sont des fonctions transcendante». 
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DÉFINITIONS. r» 

Une fonction algébrique est dite entière quand la variable x ne 
figure dans aucun dénominateur, sinon elle est fractionnaire, 

La fonction est rationnelle quand x n*y figure sous aucun radical, 
elle est irrationnelle dans le cas contraire. 

La forme générale d*une fonction entière et rationnelle de x est 
donc 

y = Ao^f H-Ai^f -*H-A^r^-» . . . -^A^af^'^-h . . . A«_ja;4-A^ 

les coefficients A©, Aj,. . . A» étant des nombres constants quelcon- 
ques, et les exposants de x tous entiers et positifs. 
Les fonctions 

ox* -^bx-hc 



sont l'une fractionnaire, l'autre irrationnelle. 
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CHAPITRE I 



DES LIMITES 



§ T. — DÉFINITIONS . 



4. Umlte d'une variable. — On appelle limite d*un nombre 
variable x^ un nombre constant et déterminé a dont la variabh* 
s'approche indéfiniment, c*est-à-dire tel qu*à partir d'un certain 
moment la différence positive a — x ou x — a, entre le nombre con- 
stant a et le nombre variable x, devient et reste ensuite toujours plus 
petite qu'un nombre positif donné oc, quelque petit que soit a. Par 
conséquent, à partir de ce moment, la valeur de la variable x reste 
comprise entre a — ot et a + a. 

Une variable peut donc tendre vers sa limite soit en croissant 
constamment, soit en décroissant constamment, soit en oscillant do 
part et d'autre de cette limite. 

Ainsi on démontre en géométrie que, si on double mdéOniment le 
nombre des côtés d'un polygone régulier inscrit dans un cerclo, 
l'aire de ce polygone croit constamment et a pour limite l'aire du 
cercle; de même l'aire des polygones réguliers circonscrits décroît 
constamment et a aussi pour limite Taire du cercle; c'est dire 
qu'on peut prendre le nombre des côtés d'un polygone inscrit ou 
circonscrit assez grand pour que la différence entre l'aire de ce 
polygone et celle du cercle devienne et reste ensuite inférieure en 
valeur absolue à toute quantité donnée. 

3oit encore la somme algébrique 

« a a a a a 
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DES LIMITES. 5 

€*est une progression géométrique décroissante, dont la raison eat 
— q' Or on sait (Éléments d'algèbrey n^ 99h) que la somme des 
termes d*une pareille progression prolongée indéfiniment a pour 
limite; ♦ ce qui donne, en remplaçant q par — 5» 

Suivant qu*on prend un nombre de termes pair ou impair, la 
:spmme eat inférieure ou supérieure à | a, mais à partir d'un certain 
rang la différence entre la somme et | a devient et reste moindre 
^ue tout nombre donné. 

B. niombro ^ui to^d vers xéro. — On dit d'après cela qu'un 
nombre variable x positif ou négatif a pour limite zéro si, à partir 
d'un certain moment, ce nombre x devient et reste ensuite constam- 
ment compris entre — a et +« quelque petit que soit a, c'est-à-dire 
•que sa valeur absolue devient et reste inférieure à a. 

•. Llmlie d*aiie iéiictloii ^vand la variable tend vers lia 
nonibre donné. — Soit y une fonction de x; dire que y a pour 
limite un nombre b quand x tend vers a. c'est dire que, quelque 
petit que soit un nombre positif donné p, on peut faire en sorte que 
la variable x diffère assez peu de sa limite a pour que la différence 
entre la fonction et le nombre b devienne et reste inférieure en valeur 
absolue au nombre p. Par conséquent, poiu* toutes les valeurs de x 
comprises soit en tre a — a et a, soit entre a et a -h a, la fonction y reste 
comprise entre b — p et fc-i- p. 

X 

Ainsi on démontre que le rapport -: — a pour limite l'unité, quand 

,r tend vers zéro ; c'est dire qu'on peut prendre un arc a positif ou 
négatif, mais assez petit en valeur absolue pour que à ciiacun des arcs 
<!ompris entre — a et ou entre et -+- a corresponde une valeur 

X 

de -; — aussi voisine que l'on voudra de l'unité. 

sm X ^ 

V. Mnlte d*nne fonetlon qnand la variable X eroU Indéfini- 
ment en valeur absolne dans le sens positif on dans le sens 
nésatir. — On dit qu'une fonction y tend vers une limite b quand 
la variable x croît indéfiniment, si on peut déterminer un nombre 
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6 COMPLÉMENTS D'ALGÈBRE 

positif Â tel, que pour toutes les valeurs de x supérieures à A la valeur 
de la fonction diffère de b en plus ou en moin:^ d'aussi peu que Ton 
veut, c est -à-dire reste comprise enti'e b — p et 6-|-p, quelque petit 
que soit p. 

De même on dit que la fonction y tend vei*s une limite b quand 
la variable x décroit indéfiniment, si on peut trouver un nombre 
positif A tel, que pour toutes les valeurs de x inférieures à — A la 
valeur de la fonction diffère de b d'aussi peu qu'on voudra. 

8. Cas où une fonction croit on décroit Indéfiniment quand 
la ▼ariablc X tend Yers nn nombre donné a. — On dit que la fonc- 
tion y croît au delà de toute limite quand la variable x tend vers a, 
si, quelque grand que soit un nombre positif B, dès que la variable 
x prend des valeurs assez voisines de a, c'est-à-dire reste comprise 
entre a — a et a H- a, la valeur de y reste constamment supérieure 
au nombre 6. 

De même si, pour toutes les valeurs de x comprises entre a — a et 
a H- a, la valeur de y reste constamment inférieure à — B, quelque 
grand que soit 6, on dit que y décroit indéfiniment quand x tend 
vers a. 

•. Conséquence* des définitions précédentes. -^ 1» Si deux 
nombres variables restent constamment égaux et si Vun d'eux tend 
vers une limite^ Vautre tend vers la même limite. 

Car ûy=x constamment quand x s'approche indéfiniment de sa 
limite a, le nombre y restant égal à x s'approche aussi indéfiniment 
de a. 

2° Si un nombre variable x croit constamment^ mais reste toujours 
inférieur à un nombre constant et fini A, ce nombre x a une limite 
qui est inférieure ou au plus égale au nombre A. 

3® Si un nombre variable x décroît constamment, mais reste tou- 
jours supérieur à un nombre constant et fini A, ce nombre x a une 
limite qui est supérieure ou au moins égale à A. 



§ II — THÉORÈMES SUR LES LIMITES 

iO. Théorème 1. — Limite d'nn produit dont un facteur tend 
vers aéro, l'autre facteur restant fini. — Si dans Wl produit bc 
l'un des facteurs b, constant ou variable, reste fini et si Vautre fac- 
teur c tend vers zéro, le produit tend lui^-même vers zéro. 
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DES LIMITES. 7 

£n effet, b restant fini, on peut trouver un nombre positif 6 tel, 
<(ue la valeur absolue de b reste inférieure à B; le facteur c tendant 
vers zéro, c'est dire qu'à partir d un certain moment c reste compris 
entre — y ei-i-y quelque petit que soit y; donc la valeur absolue 
(lu produit bc devient et reste ensuite moindre que By. 

Or on peut prendre ce dernier produit By inférieur lui-même à 
tout nombre positif donné e, si petit que soit s; il suffit pour cela de 
prendre 

C'est dire que le produit bc tend vers zéro. 

if. Théorème H. — Limite d'une somme d*iiii nombre Uni de 
termes. — Si plusieurs nombres variables, en nombre fini, tendent 
simultanément chacun vers une limite, leur somme algébrique tend 
aussi vers une limite qui est égale à la somme des limites de ces 
différents nombres. 

En effet, soient n fonctions 

by c<t d, . . , l 

dépendant d'une même variable x, et ayant respectivement pour 
limites les nombres finis 

B, C, D, ... L 
quand x tend vers a. 

Soient p. Y» o, . . . X 

les différences positives ou négatives entre ces fonctions et leurs 
limites, quand on donne à x une valeur très voisine de a ; on a 

fc = B-|-p 
c=C + Y 
d = D-h5 

i==L-|-X 
et en ajoutant ces égalités membre à membre 

ft + c-Hii...4-/=(B-hC4-D...-f-L)4-(p-hY-l-8...-hX) 
Soit p la valeur absolue de celle des quantités p, y> • • • ^ qui a la 
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8 GOMPLÉHEIITS D ALGÈBRE. 

plus grande valeur absolue; la somme p + Y + S...+Xest infé- 
rieure à np eu valeur absolue, on a donc la double inégalité 

— n? <P-f-Y-h8... -f-X <:inp 
et par suite 

— np <fr-t-c-4-(i...-+-/— (B + C + D... H-L) <np 

Supposons maintenant que, x tendant vers a, les fonctions b,c,,,.l 
tendent simultanément vers leurs limites respectives ; les dilTèrences 
p, Y, 8, ... X tendront vers zéro, ainsi que p qui est la plus grande 
d'entre elles en valeur absolue, et comme n est un nombre constant et 
finit le produit np aura zéro pour limite, d'après le théorème I. 
Donc la somme b-^c-^d ,..-^1 pourra différer aussi peu qu'on 
voudra de la somme B-I-C-+-D... -|-L : c'est dire qu'elle a pour 
limite cette dernière somme. 

iS. Remarque. — Cas où le nombre des fonctions est InflnI. — 

Si le nombre n des fonctions considérées n'était pas finiy on ne 
pourrait plus dire que le produit np tend vers zéro, et la somme 
des fonctions n'aurait plus nécessairement pour limite la somme de 
leurs limites. 

Si, par exemple, on partage un nombre constant a en n parties 
égales et si le nombre n de ces parties augmente indéfiniment, 

chaque partie - a pour limite zéro. 

Si on prend n de ces parties, quelque grand que soit n, on a 
l'identité 



a . a 


a a 


— 1 h • 


.• H — =z^x:n = a 


n n 


n n 



la somme reste donc constante, finie, et égale à a quand chaque 
partie tend vers zéro. 
Mais si le nombre des parties qui composent la somme est égal à n*, 

a a a a . 

-H h -h- = -Xn»=nfl 

n n n n 

Cette somme na croit indéfiniment en même temps que n, bien 
que chaque partie tende vers zéro. 

iS. Théorème III. — inimité d'un produit de fnetenrs va- 
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DES LmnES. 

rlablcs. — Si plusieurs facteurs variables, en nomln^ fini, tendent 
simultanément chacun vei^ une limite, leur produit tend aussi vers 
une limite qui est égale au produit des limites de ces différents 
nombres, 

1<* Prenons d^abord deux facteurs seulement, b et e, qui ont pour 
limites respectives B et C quand la variable x dont elles dépendent 
tend vers a. 

Pour une valeur de x très voisine de a, on a 

6 = B-f-p 

c=C-f-T 
donc 

ftc = BC-hBY-hCp-t-pY 

Or, quand x tend vers a, p et y tendent vers zéro, B et C sont des 
nombres finis, donc les termes By, Gp ont chacun pour limite zéro; 
le terme ^, dont les deux facteurs tendent vers zéro» tend aussi évi- 
demment vers zéro; donc la somme des trois termes BY-hC^H-pY 
tend vers zéro, et le produit bc a pour limite BC. 

2* Je dis maintenant que si le théorème est vrai pour un produit 
de n facteurs (n étant un nombre fini), il subsiste quand on prend 
un facteur de plus. 

Soient n fonctions dépendant d*une même variable x 

b, c, d. , .,f 

qui, pour a: = a, tendent respectivement vers les nombres finis 

B, C, D, . . . F 
Par hypothèse 

limite de b c d . .. f=B. Cl). . ,¥ 

ou, en désignant par p le produit bcd .../*, et par P le produit des 
limites, 

lim/) = P. 

Multiplions le produit p par un dernier facteur /, dont la limitf 
est L. D'après le premier cas, on a 

lim (/>./) = P. L. 
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10 COMPLÉMENTS D'ALGÈBRE. 

Donc en remplaçant p ei? par leurs valeurs 

lim^.c.d .../W.=:B.C.D. ...F. L. 

D*où il suit que le théorème, étant démontré pour deux facteurs, 
subsiste^pour trois; étant vrai pour trois, il l'est encore pour quatre 
et en général pour un nombre fini quelconque de facteurs. 

14. Corollaire. — lilmlte d'une pnlasaaec. — Si un nombre 
variable b tend vers une limite B, la m« puissance de h a une limite 
qui est égale à la m® puissance de B. 

Car, Texposant m étant entier, positif et fmi, la m<^ puissance do 
h est le produit de m facteurs égaux à b. 

IB. Théorème IV. — lilmite d*an qnoUent. — Si les deux termes 
d'une fraction algébrique tendent chacun vers une limite, et si la 
limite du dénominateur nest pas nulle, la fraction tend vers une 
limite qui est égale au quotient des limites des deux termes. 

Soit la fraction - dont les deux termes, fonctions d'une même 
c 

variable x, ont simultanément pour limites l'un B, l'autre C, 

quand x tend vers une valeur particulière a. Supposons en outre le 

Hombre C différent de zéro. 

Puisque C n'est pas nul, onpeut diviser 6 par C : soit Q le quotient, 

qui est un nombre fini; on a donc 

B = CQ 

Or pour une valeur de x très voisine de a 

ft = B-|-p = CQH-p et c = C-t-Y 

la différence entre le quotient- et le nombre Q est donc 

C G + Y C + T 

Or quand la variable x tend vers a, p et y tendent vers zéro; Q 
étant fini, le produit Qy tend vers zéro, le dénominateur C -h y tend 

vers C, la fraction 4; — ^ a donc pour limite zéro. 

(j-hY 



Digitized by 



Google 



DES LIMITES. 11 

Donc 

limite - = Q = - 
c L 

!•. Remarque 1. — Cas où le dénominateur tend vers séro. — 

Si le dénominateur c a pour limite zéro et si la limite du numéra- 
teur n'est pas nulle, la fraction - positive ou négative augmente 

indéfiniment en valeur absolue quand x tend vers a. 

En elTet, G étant nul, pour une valeur de x très voisine de a h 

quotient - se réduit à 

On peut donner à x une valeur assez voisine de a pour que ^ et y 
soient aussi voisins de zéro que Ton voudra ; le signe de la fraction 

est alors celui de -• 
Y 
Je dis que, quelque grand que soit un nombre positif N, on peut 

faire en sorte que la valeur absolue de ~ surpasse N. Soient en effet 

Bt la valeur absolue de B + p, et yi celle de y; on peut satisfaire 
à linégalité 

Car, en multipliant les deux membres par le nombre positif ^> 
cette inégalité revient à 

Yi<î^ 

Or, on peut prendre x assez voisin de a pour que Yi soit inférieur 
à tout nombre positif donné, donc en particulier au nombre ^' 

Exemple. — Soit la fraction — : ; quand x tend vers zéro, 

sm j: 

fpiel que soit le signe de x, le numérateur tend vers 1, le dénomina- 
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H COMPLÉMENTS D*ALGËBRE. 

teur tend vers zéro, mais est positif ou négatif en même temps que x, 
donc cette fraction peut devenir 

supérieure à + N quand x est positif et très voisin de 
inférieure à — N quand x est négatif et très voisin de 

ce que Ton exprime plus brièvement en disant que 

dans le i*' cas elle tend vers -h œ 
et dans le 2' cas — — — oo 

1 V. Remarque II. — Cas où les deux iermes «endent slmnltené- 
meat Ters séro. — Si les deux termes d une fraction tendent simul- 
tanément vers zéro, quand x tend vers a, la fraction prend la forme 

illusoire r-y qui n'indique pas toujours une indétermination. {Élé- 
ments d'Algèbre y n° f SV.) 

Il faut alors transformer la fraction et chercher par des procédés 
particuliers si elle tend vers une limite finie et déterminée quand x 
tend vers a. 

18. Inimité de y^. — Théorème V. — Si un nombre variable b, 
fonction de x, reste constamment positif et tend vers une limite 
finie B quand x tend vers a, la racine m® arithmétique de h tend en 
même temps vers une limite qui est égale à la racine m« arithmé- 
tique de B. 

En effet, on a vu [Éléments d'Algèbre, n» 99) que tout nombre 
positif b a une racine m° réelle et positive, qu'on appelle sa racine 
arithmétique. Soit r cette racine, c'est dire quer* = ft. 

Le nombre & restant constamment positif, sa limite B ne peut être 
que positive ou nulle. Supposons-la d'abord positive; ce nombre 
positif B a aussi une racine m'^ arithmétique, soit R ; par suite, 

R» = B. 

Pour une valeur de x très voisine de a, on a 

^ = Bh-p 

ou 

r» = R- H- p c'est-à-dire r" ■— R- = p 

Or, on sait (voir Éléments dAlgèbrCy u^ Vf ) que 

r"— R'" = {r — R)(r"-*-4-î---«R-hr«-»R»-h...-t-rR--«-hR--») 
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donc 

.-R = - P- 



Or, quand la variable x tend vers a, la valeur absolue de p devient 
inférieure a tout nombre donné, le nombre constant R est positif, le 
nombre variable r reste constamment positif, donc le dénominateur 
reste supérieur à son dernier terme R*"*, donc la différence r — R 
peut devenir plus petite que tout nombre donnée, en valeur absolue, 
et par conséquent r a pour limite R. 

2* Si la limite du nombre h est nulle, c'est dire que r* a pour 
limite zéro quand x tend vers a; or f* est le produit de m facteurs 
égaux à r ; pour que ce produit tende vers zéro, il faut que r lui- 
même, c'est-à-dire \fh^ tende aussi vers zéro. Le théorème subsiste 
donc encore dans ce cas. 
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CHAPITRE II 

DE LA CONTINUITÉ 

DÉFINITIONS 



!•. Accrolaaeinciit d'ime fonction, correspondant * nn ac- 
croissement de la variable Indépendante. 

Soit y = f(x) une fonction de x; par hypothèse, à chaque valeur 
de la variable x correspond une valeur déterminée de y. 

Pour x = Xq la fonction prend une valeur y^ = f(x^) 

Pour x = x^ la fonction prend une autre valeur y^ = f{x^) 

La dilTérence x^ — x^, positive ou négative, est dite Vaccrovs^meni 
de la variable, et la différence positive ou négative f{x^) — f(xç,) est 
ce que Ton appelle V accroissement correspondant de la fonction. 

Si nous désignons Taccroisseraent de la variable par A, celui de 
ia fonction par k, nous écrirons donc 

h = .Tj — .Tq d'où ^j = ^Q 4- A 
et 

^ = A^i)— A^o) ou k=zf{x^-^h)—f(x^) 

On désigne souvent aussi Taccroissement de x par A.r, et celui de 
y par Ay. 

SO. Fonction continue. — On dit qu'unc fonction est continue 
pour toute valeur de x comprise entre deux nombres donnés a et t 
si, à chaque valeur x^ de la variable comprise dans cet intervalle 
correspond pour la fonction une valeur finie et bien déterminée, et 
si en outre on peut donnei h cette variable à partir de la valeur .?„ 
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un accroissement positif OU négatif A, assez petit en valeur absolue 
pour que Taccroissement correspondant de la fonction devienne en 
valeur absolue plus petit que tout nombre positif donné p, quelque 
petit que soit p, et reste ensuite constamment moindre que p, c'est- 
à-dire tende vers zéro, à mesure que h tend vers zéro suivant une 
loi quelconque. 

Ceci peut s'exprimer algébriquement par la double inégalité sui- 
vante. On peut déterminer un nombre positif a assez petit pour que 
pour toute valeur de h comprise entre — a et H- a on ait constam- 
ment 

quelque petit que soit p, les deux nombres x^ et x^ ■+- h étant com- 
pris l'un et l'autre dans l'intervalle où l'on fait varier x, c'est-à-dire 
entre a et b. 

Si lesconditions précédentes sont constamment satisfaites quand x 
varie entre — A et-f-A, quelque grand que soit A, on dit que la 
fonction est continue pour toute valeur finie de x. 



EXEMPLES DE FONCTIONS CONTINUES 

Si. Exemple I. — Binôme du premier deyré. — Le binôme du 
{^ degré ax -h h e»t une fonction continue pour toute valeur finie 
de X. 

En effet, donnons à a: une valeur finie quelconque, .r^, 

f(x^) == CLTo H- fr 

Ce nombre est toujours fini et déterminé. 

Puis donnons à a: un accroissement positif ou négatif h ; pour 

f(Xo -+- A) = a(:ro-t- A) H- b 
donc 

k = f(Xo'hh)—f(xo) = ah. 

Or a est constant, A tend vers zéro, donc le produit ah tend vers 
zéro, en même temps que A {n? iO). C'est-à-dire qu'on peut prendre 
la valeur absolue de h assez petite pour que la valeur absolue de /. 
devienne et reste ensuite constamment inférieure à tout nombre 
donné aussi petit que l'on voudra. 
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St. Exemple H. — Trinôme dn second degré. — Le trinâme du 
second Je^re ax' + bx + c est une fonction continue pour toute va- 
leur finie de x. 

En effet, donnons à x une valeur finie quelconque x^, 

f{x^) = ax^ -h ftjTo -4- c 

nombre fini et déterminé. 
Puis donnons à ^ un accroissement positif ou négatif hy 

f(xo -h A) = a(x^ -4- A)* H- b(x^ 4. fc) -+- c. 

L'accroissement correspondant de la fonction est 

* = f(x, + h) ^f(x,) = a [(x, -h h)* — x,^] -h bh 
ou 

k = 2ax^h -4- W 4- aA« = h(iaXf^ -H 6 4- ah). 

Or, quels que soient les signes des nombres a, b, Xf^ et A, le fac- 
teur entre parenthèses est toujours fini ; donc quand on fait tendre 
Tautre facteur, A, vers zéro, le produit k tend lui-même vers 
zéro (n* 10). 

«S. Exemple 111. — Fonetlon sin x. — La fonction sin x est 
continue pour toute valeur de x. 
En effet, soit x^ une valeur quelconque de l'arc x, 

f (x^) = sin Xo 

Donnons à a; un accroissement h, 

L'accroissement correspondant de la fonction est 

k = sin (j^o 4- ^) — sin Xq = 2 sin ^ cos (^0 + 9 ) 

Quels que soient jto ^^ ^» ^^ facteur cos (^0 + 0) ^^t toujours en 
valeur absolue inférieur ou au plus égal à 1 ; d'ailleurs, puisque h 
est voisin de zéro, la valeur absolue de sin ^ est toujours moindre 
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que celle de ^> dooc la valeur absolue de k est toujours moindre que 

celle de 2Xô. ou h; donc pour toute valeur de h comprise entre 

— a et H- «9 l'accroissement k de la fonction sin x est aussi com- 
pris entre — a et -ha, quel que petit que soit a, et quel que soit 
l'arc x^. 

%4, CoatlBBlcé d'one somme. — Théorème I. — Si pltuieur» 
fonctions d'une même variable x en nombre fini sont toutes conti- 
nuesy leur somme algébrique est aussi une fonction continue de 
cette variable. 

Car, toutes les fonctions étantcontinuespoura: = :ro, les accroisse- 
ments qu'elles éprouvent quand on donne à la variable un accroisse- 
ment A, ont chacun pour limite zéro quand h tend vers zéro; donc, 
puisqu'ils sont en nombre fini, leur somme algébrique a aussi pour 
limite zéro (n^^ il). 

SS. CoBiiiivlCé d'us produit. — THÉORÈME II. — Si deUX OU 

plusieurs fonctions de x sont continues, leur produit est aussi une 
fonction continue de cette variable. 

Soit y un produit de deux fonctions qui, pour une certaine valeur 
de X, prennent respectivement les valeurs u, v, 

y = u.v 

Soit Ix l'accroissement donné à la variable x, il en résulte pour 
les fonctions u, v, y des accroissements Ati, Av, Ay, donc 

i/-f-Ay = (ii-hAii) (v-hAv) 
et par suite 

Ay = ttAî;-f- « AmH- Att.Ar. 

Puisque les fonctions u et v sont continues. Au et \v tendent 
vers zéro en même temps que Ax; u et v sont des nombres finis, 
donc les trois termes de Ay ont chacun pour limite zéro, \y tend 
donc aussi vers zéro en même temps que Ax. On étend le théorème 
au produit d'un nombre fini quelconque de fonctions continues, en 
raisonnant comme nous Tavons fait au n® is. 

nm. HoBôme eaUer. — Théorème III. — Un monôme entier en x, 
de la forme ax*, est une fonction continue pour toute valeur 
finie de x. 
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C'est la conséquence du théorème précédent, car ar" est le produit 
du nombre constant a par m facteurs égaux a x, 

sir. FaaetloB eaUére de X. — THÉoaèME IV. — Une fonction 
entiti^e de x prend une valeur numérique finie et reste continue pour 
toute valeur finie de la variable. 

Car le polynôme 

A^*-f-A,x"-*-i- A^r*-» -+-A«_iA-H-A,, 

est la somme algébrique de m + 1 termes, dont chacun prend une 
valeur finie, et est une fonction continue pour toute valeur finie de^. 

M. Quotient. — Théorème V. — Si les deux tei'mes d'une fraction 
itont deux fonctions continues d'une même variable x, cette fraction 
est une fonction continue de cette variable, sauf pour les valeurs de x 
fjui annulent le dénominateur. 
Soit la fraction 

w 
•^ V 

Donnons à x une valeur qui n'annule pas le dénominateur, la 

fraction - prend une valeur finie. 

A un accroissement \x de la variable correspondent pour t/, v et y 
des accroissements Aw, Av, Ay, tels que 



donc 



Puisque u et v sont des fonctions continues, les accroissements Ai/, 
Aï' tendent vers zéro en môme temps que Ao:, donc le numérateur 
de A*/ tend vers zéro, et le dénominateur a pour limite r* qui par 
hypothèse n'est pas nul pour la valeur attribuée à .r, donc l'accrois- 
sement Ay de la fraction tend vers zéro en même temps que \x. 

t.». Exemple I. — La fraclion 

x^ — %x 



V-hAy- 


M H- Ai/ 




v-hAv 




u -h Att 


u vXu 

V v(v 


— i/Ar 


»H-Ai' 


-f-Av) 



' .r* — Ax-ho 
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dont le dénominateur s'annule pour or = 1 et j;=:3 est une fonction 
continue pour toute valeur de x autre que \ et 5; car les deux 
termes sont des fonctions entières de or, continues quel que soit x. 
Pour étudier cette fraction» il faudra donc faire varier x dans les 
intervalles suivants : 1® de — oo à 1 — e; 2® de 1 -i-s à 3 — e; 5*> de 
r>+e à-f-oo . 

50. Exemple H. — La fonction 

y = Um%x 

est continue pour toutes les valeurs de x autres que (^k + 1)5- 

r . sinar 
Car tanffa: = 

^ COS X 

sino; est continu pour toute valeur de x; cos x, qui par définition 
est égal à sin (^ — x\ est aussi continu quel que soit or, mais ce 

dénominateur s*annule pour toute valeur de la forme (2A- + i)(.y 

On sait en effet que pour ^ = 3 — §♦ a élant positif et sufQsam- 

inent petit, tangx devient et reste > A, quelque grand que soit A. 

Et pour a: = 5 -4- ^5» on a tang x < — A. Donc à un accroissement 

a infiniment petit donné à x correspond pour tangx un accroisse- 
ment dont la valeur absolue peut surpasser tout nombre donné : on 
dit que la fonction cesse d*étre continue quand x passe par les 

valeurs particulières 5» ^» etc. 

51. Exemple III. — Soit la fonction y = ^-^ r^- 

Cette fonction est discontinue pour j: = 1 . 

Soit x. = l_/., ,._(i-A)(l+/')_l^ 

Pour ar4 = l-f-/i. 



"• A' 


"■ A' 


,._(1 + /.)(1- 


-A) i— A' 


y. A' 


A« 
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20 COMPLÉMENTS D'ALGÈBRE. 

Donc si à partir de .r^, on donne à la variable Taccroissenient 2^» 
Faccroissemenl de la fonction, c'est-à-dire t/i — jo» ^st nul. 

Hais si on donne à Xq Taccroissement ^' 

i 1 , à . h 
pour X, = 1 — /n- ^5 = 1 — j^ 



('-i)(-î)_.-*. 



y^- ^ — ^ir- 

et Taccroisseraenl correspondant de la fonction est 

4 — A« \—h^ 3 



2/1— »o = 



A» 



qui peut devenir supérieur à tout nombre positif donné en prenant 
A* suffisamment petit. 

ss. Remarque. — On voit par cet exemple qu'il ne suffit pas, pour 
la continuité de la fonction, qu'à un certain moment, pour une 
valeur donnée de A, laccroissement k de la fonction devienne en 
valeur absolue moindre que s; mais il faut encore que cet accroisse- 
ment, k, reite ensuite constamment inférieur à e quand h tend vers 
zéro. 

SS. Théorème YI. — Si une fonction f (x) est continue pour toutes 
les valeurs de x comprises entre a et h, a étant plus petit que b, et si 
la substitution des nombres ai et h dans f (x) donne des résultats de 
signes contraires^ la fonction {{\) s annule au moins pour une valeur 
de X comprise entre a c/ b. 

Supposons pour préciser f(a) <0 et A^)> 0; substituons à x 

le nombre — ^ — » moyenne arithmétique des deux précédents. 

Si le résultat fl — ^ — J est nul, le théorème est démontré. 
Sinon, parmi les trois valeurs successives de la fonction, 

f(a) qui est < 0, /'(^^)' et f(^) q«î est > 0, 
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il y en a toujours deux consécutives dont la première est négative 
et la seconde positive. Soient a^ et 6| les deux valeurs successives 
de xpour lesquelles ce changement du signe de la fonction se produit. 



/(^)>0 «. = a et fr. = : 



Si I I — 5 — I ^^^ V wf — «* ^*- •'i — — 5- 

et SI /|^__j<0 aj = -^ et b^ = b 

on a donc toujours éii > a et &i < & 
♦»t toujours aussi bi — a, = —5 — 

Considérons maintenant les trois nombres 

Puisque /*(ai) <1 et /*(6|) >> 0, le même raisonnement est applicable, 
c'est-à-dire que si fl-^ — ') est nul, le théorème est démontré; si- 
non, parmi les trois nombres précédents, il y en a toujours deux 
consécutifs, a, et 6„ tels que f(a^) < et /"(*,) > 

avec les conditions a^^ap b^^b^ et 6, — a, = -i-3 — U 

€t ainsi de suite. En continuant de la même manière, ou bien on 
trouvera un nombre qui, substitué à x, annulera la fonction, ou bien 
on obtiendra deux suites de nombres 

[i] a^a^^a^^a-^ ... ^a« 

[2] fc^b,^fc,^63 ... ^fr, 



n 



tels que ceux de la suite [Ij substitués à x rendent la fonction f{x) 
négative, et ceux de la suite [2] rendent la fonction positive. 

Les nombres de la suite [i] ne peuvent décroître et généralement 
vont en croissant; mais comme a^ < 6„, quel que soit n, ces 
nombres restent tous inférieurs à b^, donc ils tendent vers une limite 
A (n* ») inférieure à b^. 

De même les nombres de la suite [2] ne peuvent croître et géné- 
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ralement vont en décroissant ; mais chacun d'eux reste supérieur ùc 
a,, donc ils tendent ainsi vers une limite B supérieure à a.. Ces deux 
limites sont I*une et Tautre comprises entre a^ et 6., donc leur dif- 
férence est moindre que fr^ — a^. 
Or, puisque 

. b-a 



On — an = 5 



on en déduit, en multipliant membre à membre. 



an =- 



2» 



Donc, comme en prenant n assez grand on peut rendre 2*" supé- 
rieur à tout nombre donné {voir, ÉlémenU d Algèbre, n9* st«, SCT 
cl St8), la différence 6, — a, peut devenir moindre que tout nombre 
positif donné e. 

Donc la différence entre les deux limites B et A étant inférieur 
à b^ — a. est rigoureusement nulle. Donc les deux suites de 
nombres [1] et [2] ont une limite commune. 

Soit Xq cette limite, je dis que f{Xf^) = 0. 

En effet, la fonction f{x) étant continue dans l'intervalle de a à ^, 
le nombre f{Xf^) est fini, et la valeur de f{x) a pour limite f(x^) quand 
X tend vers x^ suivant une loi quelconque. 

D'une part, quand x prend successivement les valeurs a, a,, a,... 
a, et tend vers ^o» l^s valeurs correspondantes de la fonction, c'est- 
à-dire /'(a),/'(aj), /*(«!), . . . A^»)» ^^"t toutes négatives, leur limite 
/■(oTo) ne peut être que négative ou nulle. 

D'autre part, quand x tend vers x^ en passant par les valeurs b. 
/^i, i,..., b^yfib), f(bi), /*(*,)..., f(bJ^) étant des nombres tous positifs, 
leur limite f(Xf^) ne peut être que positive ou nulle. 

Donc cette limite est nécessairement nulle. 

Il existe donc au moins une valeur Xq comprise entre a eib pour 
laquelle la fonction f{x) devient nulle. 

M. CoROLiAiRE ï. — Si la fonction f(x) est continue dam Vinter- 



Digitized by 



Google 



DE U COISTINIITE. 



2.T 



valle de a à h, si (Tailleurs f (a) et f (b) sont deux nombres inégaux, 
et N un nombre compris entre les précédents ^ il existe au moins une 
valeur \^de la variable comprise entre a ci b pour laquelle la fonc- 
tion f (x) devient égale à N. 

En effet, considérons la fonction <^{x) =f{x) — N. Puisque [(x) 
ost continue dans l'intervalle de a à &, la fonction <f{x) I*est aussi. 



Or 



o(a) = f(a)-^ et ^(6)=/-(6)-N, 



résultats de signes contraires, puisque par hypothèse N est com- 
pris entre / (a) et f(b) ; donc il existe au moins une valeur de .r, 
soit x^f comprise entre a et b, pour laquelle ç (x^) = 0, c'est-à- 
dire 

Ax.)-N = ou f{x,) = y. 

ss. Corollaire II. — Si une fonction f (x) reste continue quand \ 
croit d'une manière continue de a à h, a étant moindre que b, la 
fonction f (x) ne peut passer de la valeur f (a) à la valeur f (b) sajis 
prendre au moin* une fois chacune des valeurs comprises entre 
f(a) et f(b). 



9M. RepréseiaUiUoB f^raphlqne d*BBe ffoBctiaa coatlave. — 

Traçons deux axes rectangulaires, X'X et Y'Y, qui se coupent en ; 
choisissons une unité de longueur et portons sur X'X à partir de 
des longueurs égales aux valeurs successives attribuées à la variable a,, 
en ayant soin de porter les 
valeurs positives dans le sens Y' 

OX et les valeurs négatives 
dans le sens OX'. A une va- 
leur de X telle que OP' cor- 
respond une valeur de la 
fonction; pour la représen- 
ter on trace par P la parallèle 
à OY sur laquelle on porte à 
partir de P' une longueur P'? 
égale à la valeur que prend 
la fonction, en portant cette 

longueur dans le sens OY si la valeur de la fonction est positive, et 
dans le sens OY' si elle est négative. 
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Si, par exemple (fig. i) : 

pour x = ^ y = 2, on prend 0A' = 1 et A'A = 2, 
pour j: = 5 y = — o, on prend OB' = 5 et B'B = 3, 
pour xz=z — 2 y = l, on prend OC = 2 et C'C =1, 
pour x = — 5y = — ,on prend 0D'=5 et D'D = 2, 
pour a: = 3 y = 0, on marque le point E sm OX. 

Imaginons qu'on fasse varier xd*une manière continue, le point F 
parcourt la droite X'X et Textrémitë P de Tordonnée se déplace sur 
le plan, et si la fonction reste fmie et continue, ce point mobile 
décrit une ligne continue DGAB que nous appelons la courbe figura- 
tive de la fonction, La valeur de x, prise avec son signe, telle que 
OP', se nomme Yabtdue du point P et la valeur algébrique de la 
fonction est V ordonnée de ce point. 

Les figures [2] rendent sensible aux yeux cette vérité, que si 




X^ 



4^5-0 




B'X 



Fig. 2. 



f{a) = — A'A et /'(fr) = -HB'B sont de signes contraires, la fonction 
f(x) doit passer au moins une fois par zéro quand x croit de ak b, 
puisque Tare de courbe continue qui va du point A au point B doit 
alors couper Taxe X'X au moins en un point I et en général en un 
nombre impair de points 1, 1', V\ situés entre A' et B'. Et la fonction 
ne peut passer de la valeur f(a) à la valeur f(b) sans passer au 
moins une fois par chacune des valeurs intermédiaires. 
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EXERCICES 



i. Trouver entre quelles limites peut varier x pour que les fonctions y, 
déRnies par chacune des équations suivantes, soient réelles : 

!• 2j:» — ixy -t- 4y* — Sx — 8y + 9 = 0; 
^ 3x»4-6xîf — y» + 5x — 2y+ 7 = 0; 
5- a^ — i2j;y-f-36y« — 2.r+4 = 0. 

2. On donne l'équation 

5x» + 6xy + ly^ — 1 8x — 54y -f- 43 = ; 

montrer que y n'est réelle que pour une seule valeur de x et qu'on peut 
transformer le polynôme en une somme de deux carrés variables. 

3. On donne l'équation 

2,T* + 2xîf + y« — 6x — 2y 4- 6 = ; 

montrer que y n'est réelle pour aucune valeur de x et que le polynôme est 
la somme de trois carrés dont l'un est constant. 

4. On donne l'équation 

ax« + fcx H- c = 0, 

a et b sont constants, et c tend vers zéro ; montrer que la valeur absolue 
de Tune des racines peut devenir plus petite que tout nombre donné e. 
Vers quelle limite tend l'autre racine? — Suivant les signes de a, ( et c, quel 
est le signe de la racine qui tend vers zéro? 

5. On suppose aei c constants, et. b tend vers zéro; quelle est la limite 
de chacune des racines? 

6. On suppose 6 et c constants, et a tend vers zéro; prouver que la valeur 
absolue de l'une des racines peut croître au delà de tout nombre positif 
donné N. — A quelles conditions cette racine est-elle positive? — Quelle 
f'st la limite de l'autre racine? 

7. Quand x tend vers zéro, trouver la limite de l'expression 



2 y/l — cos X 
3sina; 



8. Démontrer que l'expression — . ' > a pour limite cos a quand x 

tend vers a. 
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9. Trouver la limite de Texpression —=. x xp quand x tend vers zéro. 

10. Trouver la limite du rapport . — quand x tend vers zéro. D«* 

X ~j~ sin X 

quel signe est ce rapport avant d^atteindre sa limite? 

11. Trouver la limite du rapport = ^ quand x tend vei's 

^^ 1— COSJC ^ 

zéro. 

12. On donnert'= — ^ — etr'=y/ra'; trouver la limite du rapport 

— — — quand r—a tend vers zéro; montrer que celte limite est la menu* 
<|uel que soit a. 

13. Chercher la limite de la fraction — ^^ ' T quand x croit indéll- 

AT" H- 1 

niment. 

<^z 1 

14. Chercher si la fonction — x 7- tend vers une limite finie quand la 

«•+ 1 ^ 

valeur absolue de x croit indéfiniment. 

15. Démontrer directement la continuité de la fonction cosx pour toute 
valeur de x, 

16. La fonction sécx est-elle aussi continue pour toute valeur de j:? 

17. Démontrer que la fonction cot x est continue pour toutes les valeurs 
de X autres que a: =: Air. 

18. Trouver les valeurs de x pour lesquelles la fonction cosécx est dis- 
continue. 

19. Démontrer que la fonction ^ . est continue pour toute valeur 

finie de a*. 

X* 4- 1 

20. La fonction ^ . est-elle continue quel que soit x? 

21. Démontrer la continuité de la fonction 

a sin x~{-h cos x. 

22. La fonction a tang x + 2^ cot x est-elle continue pour toute valeur 
de X? Dans quels intervalles doit-on faire varier x pour étudier ceti»' 
fonction? 

23. Trouver la limite d'une fraction rationnelle de la forme 

gx^ + &x*-* -f ex"»"» . . . + fcr + / 
aV + «>'x"»-» H- c'x"»-* . . . 4- A'x + V 
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DE LA CONTINUITE. '11 

V Quand x tend vers zéro; 

"1* Quand la valeur absolue de x augmente indéfiniment. 

24. Mêmes questions pour les fractions 

a'i;*-^P4-6'x**p-» ... H-<y'a;4- r' a'a;*» 4- 6'.r«-» . . . 4- *'x 4- /' 

m et p étant entiers et positifs. 

25. Trouver, pour x=za, les limites de chacune des fractions 

^x — ^a ^x — yja 

X — a X — a 



26. Trouver la limite, pour x = a, de la fraction ^^"^^' — i-?. 

X — a 

27. Trouver la limite, pour a; = 1, de la fonction ÎLrî-lL — "~^ . 

X — 1 



Digitized by 



Google 



CHAPITRE III 

OtRIVÉES 

DÉFINITIONS 



39. lléfliaitioB de la dérivée d*BBe ffoBctIan expllelte d'siae 
seule Yariable. — Soit y =/(^) une fonction de x que nous 
supposons continue pour toute valeur de x comprise entre a et 6, 
donnons à la variable deux valeurs x et x-hh comprises dans 
cet intervalle; nous avons vu (n«* m et »a) qua l'accroisse- 
ment h de la variable correspond pour la fonction un accroissement 
h = f(x-{-h) — / (r), et que ce dernier accroissement tend vers zéro 
en même temps que h. 

Quelque petit que soit h, le rapport 

k_ f(x-^h)-f(x) 
h~ h 

a une valeur déterminée, et quand h tend vers zéro, suivant une loi 
quelconque, ce rapport tend généralement vers une limite finie et 
bien déterminée. 

On appelle dérivée de la fonction^ la limite du rapport de 
r accroissement de cette fonction à l'accroissement de la variable, 
lorsque l'accroissement de la variable tend vers zéro, pourvu bien 
entendu que ce rapport ait une limite. 

38. Remarque. — Pour qu*une fonction ait une dérivée, il est 
nécessaire qu*elle soit continue dans Tintervalle où Ton fait variera?; 
car si Taccroissement k de cette fonction ne tend pas vers zéro en 

même temps que h, le rapport t augmente indéfiniment en valeur 

absolue quand le dénominateur h tend vers zéro. 
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Mais cette condition n*est pas suffisante : une fonction peut quel- 
quefois être continue sans que le rapport r tende vers une limite 

déterminée. 

Nous n*avons pas à nous occuper de ces cas tout particuliers ; dans 
les fonctions que nous allons étudier, si nous trouvons une limite 

du rapport t» nous prouverons par là même Texistence de cetlt» 

limite. 

S0. Notations. — 1® Quand la fonction est désignée par /(.r). 
nous désignons sa dérivée par f(x) : la dérivée est en effet générale- 
ment une autre fonction de x. 2^ Si la fonction est désignée par une 
lettre y, u, v, nous indiquons sa dérivée par la notation y\ u\ v' , 

Ainsi nous écrirons i/ = lim -^j ou encore y' ^ lim ■—• 
^ h ^ Ix 

4m. Exemple I. — Soit y = ax-\-b, fonction que nous savons 
être continue; si on passe d*une valeur x de la variable à la valeur 
x-h A, nous avons vu (n** tl) que l'accroissement k de la fonction est 

k = a(x H- //) H- ft — (ax'\'b) = ah, 
donc 

A- 

Â = «- 

Ce rapport étant constamment égal au nombre a, quelque petit 
que soit A, on a évidemment 

h 

Donc la fonction y = ar H- A a pour dérivée y'=^a. 

Cas particulier'». — 1<» La fonction du premier degré peut se ré- 
duire à 

y = x. 

C'est la plus simple fonction de x, le coefficient a se réduisant à 
l'unité; on a alors 

résultat évident a prioii, : puisque k est alors constamment égal à h. 
leur rapport est donc constamment égal à I . 
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2« Si l'on a 
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y=h. 



c'esl-à-dirc une constante, le coefficient a de la variable x étant nul, 
la dérivée est nulle. 



4i. Exemple II. 



Soit 



j/ = ar'-l-fta;-f-r. 



Nous avons vu (n®tt) que ce trinôme du 2« degré est une fonction 
continue pour toute valeur finie de x, et que Faccroissement de celto 
fonction quand on donne à x Taccroissement h est 



donc 



A=A(2<ur- 
r = 2a.r. 



'h- 
•b- 



■ah. 



et si Ton fait tendre h vers zéro. 



limT- = 2a»r-f-fc, ou y' = 2ar-f-ft, 

donc la dérivée de la fonction du 2** degré ax- 4- hx 4- c est la fonc- 
tion du 1*' degré 2aa:-h h, 

4t. Signification f^éométrlqae de la dérivée. — Une fonction 

continue dans un certain intervalle peut être en général représentée 
par un arc de courbe continu. Cette fonction admet une dérivée 
pour toute valeur de x comprise dans cet intervalle; à cette pro- 
priété algébrique correspond pour Tare 
de courbe la propriété géométrique d*avoir 
une tangente en chacun de ses points. 

Tangente en un point dune courbe. — 
On appelle tangente en un point M d*un 
arc de courbe CMD, la position limite MT 
que prend une sécante MM'S passant par 
le point M et par un point M' situé sur 
le même arc de courbe, lorsque cette sé- 
cante tourne autour de M jusqu*à ce que 
le 2« point M' vienne se confondre avec M. 
La tangente en M à l'arc CMD peut donc rencontrer cet arc en 
d'autres points, tels que P, R (fig. Ti). 







V 


Y 
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Fig. 3. 
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kngle d'une droite avec un axe fixe X'X. — Traçons les deux axes 
rectangulaires X'OX, Y'OY, OX étant l*axe des abscisses positives et 
OY celui des ordonnées positives. Si on 
fait tourner le demi-axe positif OX d'un 
angle droit dans le sens de la flèche, de 
manière à Tamener à coïncider avec le 
demi-axe positif OY, on détermine ainsi 
le sens des rotations positives. Soit une 
droite ES (fîg. 4), qui rencontre en E 
Taxe X'X. On appelle angle de la droite ES 
avec Taxe positif OX Tangle a = XES 
compris entre et tc dont il faut faire 
tourner la ligne EX autour de E pour rappliquer sur la droite ES. 

Si la sécante est parallèle à X'X, Tangle de ces droites est nul. 

43. Théorème. — La dérivée y' d'une fonction y = f{x) est repré- 
sentée par la tangente trigonométrique de V angle que fait avec Vaxe 
positif des x la tangente à la courbe au point M qui a pour abscisse la 
val ur donnée à la variable x. 

En effet, soit CMD l'arc de courbe qui représente la fonction quand 
.r varie dans un certain intervalle ; à une abscisse OP comprise dans 
cet intervalle correspond une valeur de y représentée par PM. Don- 
nons à :r un accroissement A = PF ; traçons l'ordonnée P'M' et la 
ligne MI parallèle à OX. 



Fig. 4. 



Pour 



;r = OF on a i/ = FM' = P'I -h IM' ; 



l'accroissement de la fonction est donc k =z IM'. 

Traçons la sécante SM'ME. Les triangles semblables WÏM et MPE 
donnent 

A- JM' PM , (^A , 

^ = îjj- = pÊ == ^^g \MEX; = tang a. 

Si on fait tendre h vers zéro, le point M' s'approche indéfiniment 
flu point M, et la sécante SM'M devient à la limite la tangente en M, 



MEX 



x\ 



soit T'MT; l'angle MEX devient MTX = Ô, donc 

y' = lim I = lim tang {mE\) = tang (mÎx) = tang 0. 



44. CSénénilliiation. 



Dans la figm'c 4 nous avons supposé les 
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deux accroissements h et k positifs. Il est bon de vérifier que le 
théorème subsiste quels que soient les signes de h et k. 

Soit par exemple larcCMD (fig. 5), 

J x=OP, A = PP' et k=—lW. 

wv Les triangles M'IM et MPE donnent 

!l\ \ encore 



^^^ = tang(»IEb). 
.<:^ -iC^. 



Mais MEO est le supplément de MEX, donc 

tang (mEo) = — teng (mEx) = — teng a- 

donc 

k IW . 

Donc on a bien encore 

y' = lim r = lim (tang a) . 

/^ /x y^\ 

Or Tangle MEX a pour limite MTX, donc 1/ = tang MTX = tang 0. 

On vérifie de môme le théorème si h est négatif. 



NOTIONS SUR LE CALCUL DES DÉRIVÉES 

§ I. — FONCTIONS ALGÉBRIQUES 

45. Dérivée d'une «omme. — ThÉORÈME 1. — Si plusieurs fonc- 
tions, en nombre fini, ont chacune une détnvée, leur somme algébri- 
que a une dérivée qui est égale à la somme cUgébrique des dérivées 
de ces fonctions. 

Soit 

'I] y = z-\-u — v; 

les fonctions 2, //, v dépendant d'une même variable .r étant couti- 
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nues et ayant chacune une dérivée, y est aussi une fonction con- 
tinue de X (n^ M). 

Donnons à x un accroissement /ix, et désignons par A2, Au, A?;, 
Ay, les accroissements correspondants des fonctions z, i/, v, y. Quand 
la variable prend la valeur x -h Ar, on a donc 

[2] y4-Ai/ = (« + A«)-h(«-4-AM) — (vH-Av), 

et par conséquent, en retranchant membre à membre Tégalité [1] de 
l'égalité [2], 

[3] Aî/ = A3-4-Am — Av. 

Prenons le rapport de Ay à Taccroissement Aar de la variable, 

... Ay ^_. i^ ^ 

L -• AwC Ar A.T Aar 

Si Ao: tend vers zéro, les accroissements Az, Au, Av, Aj^ tendent 

A2 Au Av 
simultanément vers zéro, et les rapports — » — » — ont pour limites 

respectives les dérivées z', %i\ v'\ donc leur somme a une limite 
(n<> fi) qui est la dérivée y' de la fonction y. 
Donc 

y' = z' + u' — v'. 

4m. l»érlvé« d'un prodvlt. — TuRORÈME II. — Si plusieurs fonc- 
tions ont chacune une dérivée, leur produit a une dérivée égale à 
la somme algébnque de tous les produits obtenus en multipliant la 
dérivée de chacune des fonctions données sticcessivement par toutes 
les autres fonctions. 

1*' cas. — Soit d'abord un produit de deux fonctions seulement, 

[i] y = u.v. 

Les fonctions u etv étant continues, leur produit y Test aussi (n^ ts). 
Donnons àx l'accroissement Ar; il en résulte pour u, v et y les 
accroissements Au, At;, At/, et Ton a 

[2] y + ly = {u-h Au) (v -h \v). 

Par suite, en retranchant membre à membre, 

[3] Ay == u A V H- 1' Au -f- Au . \v . 

LACNAT. — GOMPL. d'aI.C. 5 
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54 COMPLÉMENTS D'ALGÈBRE. 

Prenons le rapport de \y à Ax, 

*- ' ^x Ix ^j: Ix 

Quand Ax tend vers zéro, les rapports — » ^ tendent respective- 
ment vers les dérivées u' et i/ des fonctions u et r, puisque par 
hypothèse ces dérivées existent et sont finies et déterminées ; le fac- 
teur Ali tendant vers xéro, le produit Au. — a pour limite zéro : les 

iXX 

trois termes du second membre ont donc respectivement pour limites 
v,v' vm' et zéro, 

et le premier membre a une limite égale à la somme des limites 
précédentes; donc 

y' = uv' -\- vu\ 

Le théorème est ainsi démontré pour un produit de deux fonctions. 

2« cas. — Soit maintenant un produit de plusieurs fonctions; nous 
allons démontrer que si le théorème est vrai pour un pix)duit de 
n fonctions, il subsiste encore pour le produit de n + 1 fonctions. 

Soit P le produit des fonctions u^u^u^..m^, 

te théorème étant admis pour ce produit, la dérivée sera 

P' = y\ X MjW3...î/„ H- m', X «i«3 ...W» -h ... -h m'» X î/jM,...î/._t. 

Multiplions P par une nouvelle fonction Uf^^^; soit y ce nouveau 
produit 

que Ton peut considérer comme le produit des deux facteurs P 
et w,^„ 

y = P.y^^^. 

Et d'après le pœmier cas on a 

y' = PX.i-4-«\.iP, 
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OU, en remplaçant P' et P par leurs valeurs, 
ou enfin 

Donc la dérivée y' est bien aussi conforme à la loi énoncée. 

49. Corollaire I. — Dérivée Ittirarichml^ve d'un produit. — 

On appelle dérivée logarithmique d*une fonction y, le quotient de la 

v' 
dérivée par la fonction elle-même, c'est-à-dire — • 

y 

Si on divise la dérivée précédente y' par le pix)duit u{Ui.,m^u^^^^ 
on a régalité 



Ce qui donne Ténoncé suivant : 

La dérivée logarithmique du produit de plusieurs fonctions est 
égale à la somme des dérivées logarithmiques de chacune d'elles^ 

48. Corollaire II. — Si Tun des facteurs est constant, sa dérivée 
étant nulle (n"» 4#), il suffit de multiplier cette constante par la 
dérivée de Tautre facteur. Ainsi » 

y = au donne y' = au'. 

4m. ExEUPLB I. — Soit le produit 

y = a:(2x-+-l)(2.r — 1). 
En appliquant la régie énoncée, on a 

y' = (2;r-hl)(2a: — l)-+-2^(2x-^l)-+-2.r(2x-M) 



ou 



y'= 4a:»— l-h4x« — 2a: + *i;«-4-2a: 
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OU, en prenant la dérivée logarithmique, 

so. Exemple IL — Soily = (A' — a){x — h){x — c).,,{x — /). 
En prenant la dérivée logarithmique, on a, quel que soit le nombre 
fmi des facteurs binômes, 

îi' i 1 1 \ 

- = i z-^1 — 1-4-- :-• + 



X — b X — c X — / 

Si, Bérivée d*«ii monOme entier et rationnel |pnr rmppmrt 

A .r. — Théorème UI. — La dérivée d'un monôme entier et rationnel 
s'obtient en multipliant ce monôme par Vexposant de x, puis dimi- 
nuant cet exposant d'une unité. 
Soit en effet 

y = 00:", 

Texposant m est par hypothèse entier et positif, x" est le produit de 
m facteurs égaux a x; donc, d*après la règle sur la dérivée d*un pro- 
duit, la dérivée du facteur a étant nulle et celle de x égale à i, le 
résultat est la somme de m produits égaux à oo:*"', donc 

st. Dérivée d'an polynôme entier en x. — Soit le polynôme 

Ce polynôme est la somme algébrique des différents monômes qui 
le composent, donc sa dérivée s*obtient en prenant la somme algé- 
brique des dérivées de tous les termes : 

y' = mA<^-»H-(m — i)Aia:»*-«-4-(m — 2)A^~-«+...-hA„_,. 

La dérivée d'un polynôme entier du degré m est donc un autre 
polynôme entier du degré m — i, qu'on saura écrire immédiatement. 

Exemple. — Soit 

î/ = 3.r* — 5or* -+- 5x" — 40- -h 1 , 
la dérivée 

i/ = i2x'—\^x*-h\0x — \. 
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99. Bérlvée d'un «irotleat. — ThéORÈMB IV. — Si deux fonctiom 
ont chacune une dérivée j leur quotient a aussi une dérivée^ pourvu 
que le diviseur ne s'annule pas dans l*intet*vcdle oà l'on fait varier x. 
Et cette dérivée s'obtient d'après la règle suivante : 

On multiplie la dérivée du dividende par le diviseur^ on retranche 
de ce produit celui du dividende par la dérivée du diviseur^ et on 
divise cette différence par le carré du diviseur. 

En effet, soit 

t'I »=; 

Les fonctions u ei v étant continues quand x varie dans un certain 
intervalle, leur quotient y est aussi une fonction continue, pourvu 
qu'aucune des valeurs de x n'annule le diviseur v. Supposons cette 
condition remplie et donnons à a: un accroissement ^x; les fonctions 
u, V, y prennent les accroissements Au, Av, \y^ et Ton a 

roi , . M-hAtt 

Donc, en retranchant l'égalité [1] de l'égalité [2], 

r-, . K-hA« u v\u — u\v 

^ ^ ^ v-i-lv V (î;-f-At;)i; 

Divisons \y par âkx, en divisant le numérateur par Aj: : 

Au Av 

fil ^y^_^x__^x^ 

'• ' àx {v-^lv)v 

Quand on fait tendre Ax vers zéro, Au, Av, \y tendent vers zéro, 

et les rapports — • — ont pour limites les dérivées u' et v' ; donc 

le numérateur a pour limite vu' — uv', le facteur v-i-lv a 'pour 
limite », le dénominateur tend donc vers v' qui^ par hypothèse, n'est 
pas nul; donc le quotient a une limite, et par suite on a 

u'v — v'u 



Ce qui est conforme à la règle énoncée. 
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M. Cmm où le dividende e«t eonstant. — Si le dividende est 
constant, sa dérivée étant nulle, la formule se simplifie : 



a pour dérivée 



- av 



Sft. Dérivée d*ime Araetlon rationnelle. — Une fraction ration- 
nelle a pour termes des polynômes entiers et rationnels par rapport 
à x; sa dérivée s*obtient donc par la règle qui donne la dérivée d un 
quotient, en supposant toujours que le dénominateur ne s*annule 
pas. 

Soit en général 



y=\ 



.(X) 



^ - 9(a:)« 



on en déduit 

avec la condition ç (x) ^^ 0. 

«•• Fraetlon niilonneile dn i^ de^ré 

ax-hb 



Soit y '— -7 — — T> 

sa dérivée est 



et supposons jf =?é: ; 



,__ a{a'x-\-b*)—a'(cLC'\-b) __ aV — ba! 
^~" (a'x -H 6')* ~{a'x+b'Y 



Exemples. 



a pour dérivée 



!• La fraction 






^_ :)(2x— i) — !2(5j:-h!2) _ —7 



(Ix—Xy 



\ 



en supposant x zj^ ^« 

2« La fraction y = 

a pour dérivée }f : 



i\X' 



'(2x— 1)« 



en supposant .r:^^ 



12 



(3x — 2)» 
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S^" La fraction 


a 

y=x 


X étant i^éO 


a pour dérivée 


, a 




de la forme 


tloBMlle ém %^ degré. 


— C'est une fraction 


la dérivée sera 


^i — a'x^-^h'x-^c' 




(2ax-h*)(. 


fl'x* -4- b'x -\-c!)— (2a'x -h 


V) (ax*-4-i^-4-c) 



(o'x>4-6'x-hc')* 

et en réduisant le numérateur 

, (aV — ba!)x^^+•^ac' — ca!)x-^(hc' — cV) 
^ "^ (a'x«-+-6'x-|-c')« 

On suppose que x n*est égal à aucune des racines du dénomi- 
nateur. 

Exemples. — i« Soit y = —^-——— 
la dérivée est 

, _ (&r — T)) (r^r» — X4-2) ~ (6x— i) (.ix« — 5x — 1) 
^ "~ (5x« — x-h2)« 

r)x*-4-22x — 7 



""(3x» — x-f-2)« 

Comme le dénominateur ox' — x-h2 ne s*annule pour aucune 
valeur de x, la fraction est continue et a une dérivée pour toute 
valeur finie de x. 

on a 

, 5(2x«— 7x H- 3) -- (4x— 7)(5x-h2) _ — 6x» — 8x-h25 
* ~ (2x» — 7x 4- 3)» ~" (2x» — 7x 4- 5)" ' 

1 
Le dénominateur s'annulant pour x' = ^ et x" = 3, la fraction est 
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j 

continue et a une dérivée pour toute valeur de x autre que s et 3. 

' S8. Dérivée de la foneiion v^. — Cette fonction est continue 
pour toute valeur pontive de x. Donnons en effet à x deux valeurs 
positives x eix-\-h. 



On a y = ^x et y + ^* = v/^-hA 

donc k = ^X'hh — \/x 

Multiplions et divisons par yjx+h -h s/x 

,_ {\Jx-^h — y/x){\Jx-\'h'\-\fx) _ h 

s/x-^h-^-yJx \JirÇh + \lx 

Quand. A tend vers zéro, le dénominateur a pour limite 2\/î, le 
numérateur tend vers zéro, donc k tend vers zéro et Ton a 

V = lim T = nm — 



^ yjx-^h + \jx 2y/x 

s». 9éwiirée de Im foneUoB s/xl — Cette fonction est continue 
pour toute valeur de x fmie et non nulle. 
On a de la même manière 

k = y/x-hh — \/x 

Or, si on pose s/x-i-h = a \/x = h 

a^ — b" 
on sait que <^-^ = a^_^ab^b- 



donc k = ,, ' = — ,. . ^ — r^- 

\J{x + hf + \J{x + h)x-^\/I^ 

donc 

, ,. k ,. J 1 
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g II. — FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES 

•O. dérivée de la fonction «In X. — RÈGLE. — La dérivée du 
sinu9 d'un arc est égale au cosinus de cet arc. 

Nous savons que cette fonction est continue pour toute valeur de x 
(n^ ss) et que, en donnant à a; un accroissement A» il en résulte pour 
le sinus un accroissement 



On a donc 



* = sin (x -f- A) — sin j? = 2 sin 3 <50s f x -h 5 j 
(x-+-^)sin^cos(x^^^'j 



2 sin s cos I 



h 



que Ton peut écrire ainsi 



. h 

j. = ^Xcos 
2 



(-+--2)- 



Or si h tend vers 0, ^ et sin ^ tendent vers 0, et leur rapport a pour 
limite ï unité, cos («^H-rt) » PO"** ^m^ie cos^c, donc 



k 
limT = 4xcosa: 



ou 



y' z= cos X. 



•i. Démonstration ipéométrlqve. — Soit le cercle trigonomé- 
trique dont le rayon est pris pour unité ; ^ 

prenons un arc x = AM, donnons à cet 
arc un accroissement h = arc MM' (nous 
supposons les deux arcs AM et AM' ter- 
minés dans le premier quadrant), A'|- 

sinar = PM sin (^ -h A) = P'M' 



traçons Ml parallèle à AA', Taccroisse- 
ment du sinus est donc 




Fig. 6. 



Jk = P'M' — PM = IM', 
traçons la sécante MM' qui rencontre le diamètre A'A au point S. 
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On a par conséquent 

k W IM' . corde MM' 



A ~ arc MM' "corde MM' ^ arc MM' ' 

Or les triangles semblables IM'M et PMS donnent la proportion 

IM' PM . ,. IM' ,. PM 

MiiP = MS '**•"*= ''""MiiP = *™MS 

Mais quand h tend vers 0, le point M' s'approche indéfiniment du 
point H et la sécante M'MS devient la tangente en M, donc 
limMS = MT 

,. PM PM OP 

'^ '•"'Ms=rr=î5M="'"^-^' 

par suite de la similitude des triangles rectangles PMT et OPM. 
D'ailleura le rapport de la corde MM' à Tare MM' a pour limite l'unité, 

. .• ^ OP , 
donc y = hm - = jrrj x 1 = cos .r . 

H est facile de vérifier que la démonstration s*applique quelle que 
soit la position du point M sur la circonférence. 

•t» IMrivée de cos X. — RÈGLE. — La dérivée du cosinus d'un 
arc est égale au sinus de cet arc changé de signe. On a de même que 
précédemment 

A- z= cos (j: 4- A) — cos ;r = — 2 sin ^ sin ( x -H ;j J 
donc 

k 2sm5sm(^x + ,^) sm^ 

Â= r = — r^"^l^-+-5J- 

Quand h tend vers zéro, le rapport de sin ^ a Tare ^ a pour limite 

Funité, le facteur sin Ix-h ^ j tend vers sin x; donc ? a pour limite 
■— sin X ; donc pour y = cos a: if := — sin x. 
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•S. Dérivée de umff X. — Uègle. — La dérivée de la tangente 
4V un arc, quand elle existe, est égale à r inverte du carré du cosinm 
de cet arc. 



En effet, on sait que tangâ; = 



sin .r 
coso:' 



donc, en appliquant la règle de la dérivée d*un quotient, on a 
cos* X -h sin' X i 



y 



cos'x 



cos'a; 



On pourrait d ailleurs trouver cette dérivée directement en donnant 
à lare deux valeure consécutives x et ,t-h A et transformant la diffé- 
rence tang (x-^ h) — tang x. 

De toute manière on ne doit donner à x aucune valeur de la 

fonne (2A: + 1 ) ^> puisque pour ces arcs la tangente n*est plus une 
fonction continue de x. 



MCratioB fféoiBétriqvr. — Prenons sur le cercle tri- 
gonoraétrique un arc x = AM. Soit fc = arc MM' (nous supposerons les 
arcs AM et MM' terminés chacun dans le premier quadrant) (fig. 7) : 

tang X = AT tang (or -+- A) = AT' 

donc 

k = tang (x-i-h) — tang x = TT'. 

La dérivée, si elle existe, est donc la limite 
du rapport 

k_ TT' Al 

A ""arc MM' 
Or 

TT' _TT'^ MM' 
arc MM' "" MM' ^ arc MM'* 

On sait déjà que le rapport de la corde MM' 

à Tare MM' a pour limite l'unité quand l'arc MM' tend vei^ zéro. 

TT' 
Cherchons maintenant la limite du rapport rrrr,' 

Les deux triangles OTT' et OMM' ayant Tangle commun, leurs 
surfaces sont entre elles comme les produits des côtés qui compren- 
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nent cet angle; donc, en menant la perpendiculaire OF à la corde 
MM' et la perpendiculaire MP au diamètre ÂA', 

T^XOA OTxor 

B1M'X0F""0MX0M' 

Par suite, en divisant les deux membres par rrrr 

TT_OT or OF 
MM ""OM^OM'^OA 

OF 
Quand Tare MM' tend vers zéro, OT' tend vers OT, et rrj a pour 

limite Tunité. 
Donc 

TT _0T OT 0T'_5I*_ i 

MM'"~0M^0M^ "^ÔJjp^OP'—cos'x 



Donc enfin 






h cos' X 



•5. Dérivée de cot x. — RÈGLE. — La déi'ivée de la coiangente 
d'un arc, quand elle existe, est égale et de signe contraire à l'invei'se 
du carré du sinus de cet arc. 

En effet, on peut trouver celte dérivée soit en cherchant directe- 

cot (x i h) cot X 

ment Ja limite du rapport — ^^ r- quand h tend vers zéro, 

soit en remarquant que 

cosx 

y = cot X = -t 

•^ sin X 

En prenant la dérivée de ce quotient, on a 

, — sin* X — cos' X 1 



sin* X sin* x 



es. Dérivée de mée X. — RÈGLE. — La dérivée de la sécante d'un 
arc, quand elle existe, est égale au prodtiit de cette sécante par la 
tangente du même arc. 
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En effet, soit 

y = séc d? 



coso: 



En appliquant encore la règle qui donne la dérivée d'un quotient, 

on a 

, sin X sin ^ ^ ^ i 

1/ = — r— = X = tanga:. sec x. 

'^ cos*.r cosj^^ cos.r ° 

On voit d*ailleurs que la fonction séc x cesse d*ètre continue pour 
les valeurs de x qui annulent cos jr, c'est-à-dire telles que 

^ = (2A-H-i)J 

•». Hérivée de coséc x. — Règle. - La dérivée de la cosécante 
d'un arc, quand elle existe, est égale et de signe contraire au pro- 
duit de cette cosécante par la cotangente du même arc. 

Soit en effet 

i 

y =r COSeC x = -: • 

On a de la même manière 

C0S.1: COS a: i 

U' =^ :— r— = : X = COt X. COSeC X. 

^ sm'ic sinar sina? 

La fonction coséc x cesse d*ôtre continue pour les valeurs de x 
qui annulent sin x, c'est-à-dire de la forme x ^k-K. 

•6. iMrIvée« svcceiisivcM d'une fonetlon. - On voit d après les 
recherches précédentes que la dérivée d*une fonction f(x) est en 
général elle-même une autre fonction de x désignée par/*(x). Celle-ci 
peut donc à son tour avoir une dérivée qu'on appelle la dérivée 
seconde de la fonction f(x) et que l'on désigne par la notation 

/ ou r(^). 

De même, si la fonction t"{^) admet une dérivée, c'est la dérivée 
troisième de f(x) et nous la désignons par 

y"' ou r"[xy 
Et ainsi de suite. 
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•9. Dérivée» «iiccesAlvcs d*viie fonction entière et ration* 
nelle de X. — Théorehe. — Si une fonction entière et rationnelle 
de X e^t de degré m, elle admet m dérivée* successives, et m seule- 
ment, la dernière étant une constante. 

En effet, nous avons vu qu'un polynôme entier et rationnel de 
degré mi, 

/•(:r) = Ao^•*^-A4J:^"•^-A,.l^-^..^-A„_,x«-hA«_^a:^-A« 

a pour dérivée un autre polynôme entier et rationnel de degré m — i , 

/^(.r) = mAo:c"-«-h(m — 1) A,.r*-» .. . H-2A„_,a:-hA«_i 

le terme constant km ne figurant plus dans y\ 

De même la dérivée seconde est un polynôme entier et rationnel 
de degré m — 2, qui ne contient plus le terme A^_|, 

/^'(.r) = m(m— l)Ao^-*-i-(m— i)(m— 2)Ai^-» ... 4-2A^_,. 

En continuant de la môme manière, on voit qu*à chaque dériva- 
lion nouvelle le degré de chaque terme diminue d'une unité, son 
coefficient est multiplié par l'exposant du terme du même rang de 
la dérivée précédente, et le terme constant de la dérivée précédente 
disparait. Donc après m dérivations on arrive à 

/••■(x) = m(m— i)(m — 2) ... 5.2. l.A^ 

expression indépendante de x; toutes les dérivées suivantes sont 
par conséquent nulles. 
Exemple. — Soit 



f = 2aH^ — o^*-^6a:« — 2.r-|-l 



on en déduit 



y' = lOo:*— i2.r»-4-i2.7; —2 
y" = iO.r' — 56.r«-i-i2 
y'"=120x»-72a: 
1^'^ == 240.r — 72 
y' =-.240 

!•. Dérivées svceesiilve» des fonetions sin X et eos X, — Ces 

fonctions ont chacune un nombre illimité de dérivées successives. 
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qui se reproduisent périodiquement de quatre en quatre. On a en 

effet 

y =z sinx z = cos.r 

y' = cos.r s' = — sinjr 

y" = — sin a: z" = — cos jr 

y"' = — cos T a'" = 4- sin .r 

y^"" = -h sin ar z'" =: -h cos x 

On voit que la 4^ dérivée reproduit la fonction, donc â partir de là 
on i*etrouve périodiquement les mêmes résultats. 

Remarquons en outre que, les arcs ^ — x et ô "^ «^ étant supplé- 
mentaires, on a 

cosa: = sin(^ — xj= sin(^-f- .rj donc y' = sin (jr-j-^J 

sin .r = cos ( ^ — .r j = — cos ( | -h xj z' = cos Ix 4- § ) 

Donc les dérivées y' et V se déduisent des fonctions correspon- 
dantes M et 3, en ajoutant -^ à l'arc x. Les dérivées successives 
peuvent donc s écrire sous les formes suivantes : 

i^ =sina: 3 =cos;p 

y' =sin^.r-f-|j z' =cos(^j:4-^) 

y" =sin(x-h2^\ 3"=cos(^-h2^) 

y'" = sin (x-h5''\ a'" = cos (^ -f- 3 ^) 

• • • • 

» : : : 
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§ I!I. — FONCTION DE FONCTION 

91. DéflBitloB. — On appelle fonction de fonction une fonction y 
qui dépend d'une quantité variable t£, laquelle à son tour est fonction 
de la variable indépendante x. 

Ainsi, soit 

. fx (l\ 

w=:sin ( — ; — )• 
^ \x-haj 

Si Ton pose 

X — a 
u = on a y = sinu; 

x-i-a "' 

y est donc le sinus d*un arc u qui est une fonction de x. 
De même si Ton a 

y = f{u), w = ©(w), o = '^{x), 

c'est-à-dire si y dépend d'une variable i/, qui elle-même dépend 
d'une autre variable v, celle-ci dépendant de x, on dit encore que y 
est une fonction de fonction. 
Par exemple 

2' = '*«^'"(^) 
peut se décomposer ainsi : 

j; ^l 

w = logu, M = sinr, wrr^ $ 

^-h a 

y dépend de x par l'intermédiaire des fonctions u et v. 

7t. Dérivée d'une ffoncilon de ffoncClon. — ThkorèHE. — Si \\ 
fonction continue de u, admet une dérivée par rapportki u et si u 
admet une dérivée par rapport à x, la dérivée de y par rapport à x 
est égale à la dérivée de y prise par rapport à u, imdtipliée par celle 
de u prise par rapport à x. 

En elTot, y étant par hypothèse une fonction continue de «, et u 
une fonction continue de x, quand on donne -àxuTï accroissement At/, 
il en résulte pour u et y des accroissements Ai/, ^y qui tendent vers 
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zéro en même temps que Àx. On a entre ces accroissements Tiden- 
lit<5 

Sx lu ^ 

At/ 
Quand Sx tend vers zéro, le rapport -^ tend par liypothèse vers 

une limite qui est la dérivée de y par rapport à u; nous la désigne- 
rons par y\. 

\u 
Le rapport — tend vers une limite qui est la dérivée de u par 

rapport à x, soit tCx» Donc le produit de ces rapports a une limite 
égale au produit de y'^ par u'x* Cette limite est la dérivée y'x^ 
Donc 

Le même raisonnement s'applique s*il y a plusieurs fonctions 
intermédiaires, pourvu que chacune soit continue et ait une dérivée 
par rapport à la variable dont elle dépend. 

Si Ton a 

y = M^ M = <p(i^)» v = '^(x). 



de l'identité 
on déduira 



A?/ At/ Au Av 
Ax Au Av Ix 



?A = î/mXw'*XvV 



1rs. AppUcAtlôB». — Dérivée de 7i"*. — 1^ Si m est entier et 
positif, 

y = u!^ 

est un produit de m facteurs égaux à u ; on a donc, d*après le théo- 
rème sur la dérivée d un produit, 

y^ =zmu*~hi'. 

Ce résultat se déduit aussi du théorème des fonctions de fonctions, 
car on prend la dérivéjB de y par rapport à m, qui est thm*"*, et on 
la multiplie par la dérivée de u par rapport à x, c'est-à-dire par u'. 



LAirSAT. — COMPL. d'aLO. 4 



S** Supposons m fractionnaire et positif, soit m =-» y=uh On a 
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vu (Éléments (TAlgèh^e, n<» tmé) que la notation fif signifie ^l?y 
expression qui est imaginaire si u est négatif, p étant impair et 7 
étant pair, mais est réelle dans tout autre cas; nous supposerons les 
conditions de réalité remplies. 

De ii = yju^ on déduit y''=zu^. 

Prenons alors les dérivées des deux fonctions y* et u* par rapport 
à X. On a, d'après le cas précédent, 

Donc 
Or, d'après les règles du calcul des exposants. 



donc 



ou 



, pu^~^ , 



y'x 



=lxl^''"''''\xu',^tur\', 



et, puisque - vaut m, on a bien encore, comme dans le cas précé- 



dent. 



îy'jP = mU"*""*.M'. 



S"" Supposons m négatif. 
Soit m = — n • y = u'~*. 

On îa\i(ÉlénienU d'Algèbre, n<» !!•) que la notation vr* signifie 
-^; donc, d'après la règle de la dérivée d'un quotient, 

y'= r= — =--nu • *Xm' 
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et comme — n =: m, on a encore 

La règle est donc générale : Si la fonction y = u™ a une dérivécy 
celle-ci s obtient j quelque soit l'exposant m, en multipliant la fonction 
par son exposant^ puis diminuant celui-ci d'une unité, et multipliant 
le résultat par la dénvée de la fonction u par rapport à x. 

94. Dérivée de y^u. — Théorèhe. — La dérivée de la racine carrée 
d'une fonction u est égale à la dérivée u' de la fonction soumise au 
radical i divisée par le double de cette racine carrée. 

C*est une conséquence et un cas particulier du théorème précé- 

dent. Car y/u peut s'écrire u . 
Donc de 

on tire 

,14-' , l -i , 

ou 

7«. Dérivée de V^. — Si }j=:\fu=^U, 

on a de même ' 

, \ ^^ , m' 

96. Dérivée de 0/. — En général, si î/=:v/w = w™, on en dé- 
duit 

m m 

ou 



mh,7«_i 



»». Exemples. — I. Soit 

fx'^ — W 

y- 



(x^—\y 



En posant u = ^ . » on a y^ m*. 
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Par suite 



du en réduisant 



«int 



n. Soit 

y z= sin* X. En posant w = sin ;r, y = i/'. 

donc 

y' = 2 sin a: cos .r = sin 2.r, 
ni. Soit 



-^f 



-sin a: 



sin.r 
Posons 

1 4- sin .r „ — 

La dérivée sera 

, i cos X {i — sin .r) -f- cos x (1 -h sin x) 

^~20ï^ (l~sin:r)' 

ou 

, ^ A /^ — sj" -^ 2 COS 3? / (1 — sin.r)cos*x 

* ""ây l-+-sinj:'^(l— sina;)«"~V (*-Hsinjr){i— sin.r)* 

et en remplaçant cos*a: par 1 — sin^j:-, ou (1 — sina:)(l -hsinar). 



, / ( 1 — sin xy (i •+- sin x) i 

y V {i H- sin X) (1 — sin ,r)* i — sin x' 
IV. Soit 

« 

y = \i tang* x = (tang x) '. 

On en tire 

1 • 

et comme — -- = 1 -4- tang* .r 

cos* X ^ 

«> .>V^tang,r 
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98. Dérivées de «In K, cos tt, Uib« U, eot f/. — D*après le 
théorème sur la dérivée d'une fonction de fonction, on a : 

Pour y = sîn u \f = cos m X m'» 

Pour y = cos u j/' = — sin m X a', 

Pour w = tang u y' = — — x u\ 

^ ^ ^ cos'u 

i 

Pour M = cot u y' = :-r— X u', 

■»•• Exemples. — I. Soit 
En posant 



1 — A» -^ 



2.r 
Donc 

H. Soit 

1 . 5 

V = TT cos OX — T COS J*. 

On en déduit 

i . ^ :^ . r. . ... 

y = — -rSin ox -+- j sin x = 7 (o sin x — sin oa). 

Or on sait que 

sin oj: = o sin x — \ sin' x^ 
donc 

i 

y = 7 (3 sin X — 3 sin X H- 4 sin* a:) = sin'x. 



§ IV. — FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES INVERSES 

^•. FoaeUoB* trlffonoinétrlqiies Inverseii. — DÉFINITION. — 
Chacune des lignes trigonométriques d*un arc est une fonction de cet 
arc. Inversement on peut prendre pour variable indépendante une 
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ligne trigonométriquc, et considérer Tare comme une fonction de 
cette ligne. Ainsi. nous désignons par les notations : 



y = arcsm j^ 
y = arc cos .r, 
y = arc tang .r 
etc. 



un arc dont le sinus vaut x, 
un arc dont le cosinus vaut x, 
un arc dont la tangente vaut x. 



Ces fonctions ne sont pas bien déterminées, car il existe une 
infinité d'arcs ayant une ligne trigonométrique donnée; mais on 
pourra déterminer chacune d'elles en précisant Tintervalle dans 
lequel on fait varier Tare considéré et donnant la valeur qu'il prend 
pour une valeur particulière de la variable; par exemple, pour .r=0. 
Quand le sinus est nul, Tare se termine en A ou en A^ S*il se termine 
en A, c'est que son extrémité mobile M parcourt la demi-circonfé- 
rence B' A B quand le sinus croît de — làOetà + 1. Donc l'arc va 
en croissant avec son sinus. Si l'arc se termine en A' quand son 
sinus vaut 0, c'est que l'extrémité mobile P parcourt la demi- 
circonférence B'A'B quand x croît de — iàOetà+i. Donc l'arc va 
en décroissant quand son sinus croît (fig. 8). 

Si, par exemple, on dit que pour x=0 l'arc vaut 2:r, c'est que 

quand x croît de — \ à et à H- 4 , 
l'arc y croît de 2r — ^ à 2?: età 27t-|-|. 

81 . •érivée de la ffonctlon arc nîn X, — Soit la fonction 



YV^. 


h J^M 


fA 




\^ 


y 



Fip. 8. 



y = arc sm .r. 

La variable x étant un sinus doit rester 
comprise entre — 1 et 4- i . On a donc 

— 1 <.r <1. 

11 y a une infinité d'arcs ayant un sinus 
donné, tel que 01; mais parmi tous ces arcs 

il y en a un, et un seul, compris entre — ^ 



cl -h^- Désignons-le par z; son extrémité 

mobile M se ti*ouve sur la demi-circonférence B'AB, et quand .r, 
représenté par 01, croît d'une manière continue depuis — i jusqu'à 
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-h i , Tare z croît aussi d'une manière continue depuis — 9 ^ -*" «» 

et le point H parcourt la demi-circonférence B'AB. 

Tous les autres arcs ayant le même sinus sont compris dans les 
formules 

donc, l*arc z étant une fonction continue de x, tout autre arc 2^ qui a 
le même sinus est aussi une fonction continue de x. Il y a donc lieu 
de chercher sa dérivée, et l'on doit avoir y'=±z'. 
L'équation 



[*] 


y = arc sin x 


i>st équivalente à 




12] 


.r = siny. 



y étant une fonction de x, sin y est une fonction de fonction ; donc, 
en prenant les dérivées des deux membres par rapport à a:, on a 



i =cosyXy' 




et par suite 

y- ' 

•^ cosy 




mais, puisque sin 2^ = a:, on sait que 




cosy = rbv^l — sin*y = div^l - 


-.r« 


donc 




i 





\ 
Choix du signe. — La dérivée étant égale à doit avoir le 

même signe que ce cosinus; donc, si Tare y a son extrémité mobile H 
sur la demi-conférence B'AB h droite du diamètre BB', la dérivée est 
positive et égale à 

1 



v/n^* 
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Mais si Tare y a son extrémité mobile, telle que P, située sur la 
demi-circonférence BA'B', à gauche du diamètre BB', son cosinus est 

négatif, sa dérivée est négative et égale à - 

On voit en effet, diaprés la figure, que si lare y se termine en M, à 
Taccroissement positif h =IV donné au sinus correspond un accrois- 
sement positif de Tare; cet accroissement k est lare MM', le rapport 

T est donc positif, donc sa limite est aussi positive. 

Mais si Tare y se termine en P, à gauche du diamètre BB', quand 

on donne au sinus laccroissement positif A = 11', il en résulte pour 

k 
Tare un accroissement négatif, k=z — PP'; le rapport r étant alors 

négatif, sa limite y' est aussi négative. 

Ainsi tous les arcs, en nombre infini, compris dans lexpression 
y = arc sinus x, n'ont que deux dérivées distinctes, qui ne différent 
que par le signe. 

m. DéHTée de la ffoncUon arc cos X. — On voit de même que 
la fonction 

[i] î/ = arccos.r 

exige la condition 

— l<a:<l 

et qu'elle admet une infinité de déterminations: mais il existe entre 
et Tt un seul arc z ayant un cosinus donné, et tous les autres arcs 
qui ont ce même cosinus sont compris dans la double formule 

L'équation [1] équivaut à 
[2] X = cos y. 

Si on prend les dérivées des deux membres par rapport à or, on a 
1= — sinyxy 

1 



donc 

y'= 

Or, puisque 



smy 



cos y = X , zïny = ± ^l — x» 



Digitized by 



Google 



0ÉB1VÉES. 57 

donc 



dbv/1— ^ 

\ 
Choix du signe. — Puisque y' = — -^ — t il faut donner à la 

dérivée un signe contraire à celui de sin y. Par conséquent, si Tare 
considéré y a son extrémité mobile M au-dessus du diamètre AA', 
c'est-à-dire sur la demi-circonférence ABA', son sinus étant positif, 
sa dérivée est négative; on prend alors 



v/1— x« 

Si l'arc y a son extrémité mobile sur la demi-circonférence infé- 
rieure A'B'A, son sinus étant négatif, la dérivée est positive. 
Alors 

83. Remarque. — Les dérivées des deux fonctions J ., 

( V = arccos.f 

sont égales au signe près. 

C'est qu'en effet on tire de cest deux équations 



donc 
par suite 
Donc 



$inU=^oosV = a: ' 
cosf^— Uj = cosV 



^— U = 2À-iritV. 



94. Dérivée de la ffoncUon arc Umf; X, — L'équation 

[i] y = arctanga: 

équivaut à 

[2] :r==tangy 

et la variable .r peut varier de — oo à -f- oo . 
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Il existe un arc «, et un seul, compris entre — ^et -f-^tel quo 
tang z = x e\ tout autre arc ayant pour tangente x est de la forme 

y = A':t -h 3 
donc 

y' = ^'. 

Tous CCS arcs ont donc une seule et même dérivée. 
Or, en prenant les dérivées des deux membres de Téquation [2] ^ 
on a 

donc 

y' = cos' y 
or on sait que 

t ___L___j_ 

^0^ î'-i-f-tang^y^lH-j;» 
donc 

M. Dérivée de are eot X. — En raisonnant de la même manière 
on voit qu'entre et ir il existe un arc z, et un seul» ayant une cotan- 
gentc donnée x et que tout autre arc y ayant la même cotangente 
est de la forme 

y = Ar -4- s donc y' = z' 

et par suite tous les arcs y ont la même dérivée. 
D'ailleurs 

[1 1 y = arc col .r 

équivaut à 

[2] x = coty 

et en prenant les dérivées des deux membres on a 
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d'où Von tire 

y' = — sin*y 
or 

i 

^ 4 -h lang» y . 1 i -h col» y 4 -h .r' 

col* 2^ 
donc 

i 



dérivée égale el de signe contraire à la {irécédenle. 
9m. Application. — Soil la Tonction 

y = arclang(^-^.y 

C'est une fonction de fonction ; on a donc en posant « = , ^ ^ 

donc 

ou 

_ (i-:r>)' 2(i4-.r') _ 2 

Cette dérivée est le double de la dérivée de arc lang x. 
Si en effet on compare les deux fonctions 

2jr 
y = arc lang j ; el s = arc lang x 

on en déduit 

2x 
)_^t = tangy cl .rotangs 
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donc en remplaçant x par tang^ on a entre tang t/ et tangs la rela- 
tion 

2tang2 , ,. 

Les arcs y et 2^ ont donc des tangentes égales, donc 
y=:^7r-|-2« d'où y' = 2î'. 

§ V. — DÉRIVÉE DUNE FONCTION IMPLICITE 

Nous avons vu (n<» «) que si l'équation /*( j:, y) = qui établit la 
relation entre une fonction %j et la variable x n'est pas résolue par 
rapport à y, on dit que y est une fonction implicite de :r. On peut 
encore dans ce cas, sans avoir l'expression explicite de y en fonction 
de X, trouver la dérivée de cette fonction par rapport à x, comme nous 
allons l'expliquer. 

87. Dérivées parClellcii d*iine fonction de deux variables 
Indépendantes. — Une quantité peut dépendre à la fois de deux 
variables distinctes et indépendantes l'une de l'autre. Ainsi l'aire 
d'un rectangle dont la base x et la liauteur y sont variables, est fonc- 
tion de la base et de la hauteur; le volume d'un poids donné de 
gaz est fonction de la température et de la pression. On a donc à 
considérer souvent une fonction de deux variables indépendantes; 
nous l'écrirons /"(.r, y). 

Si, laissant à la variable y une valeur constante, nous faisons varier 
seulement jr, et si la fonction f est une fonction continue de x, on 
pourra chercher sa dérivée />ar rapport à x; nous la désignons par 

De même si, x conservant une valeur constante, nous faisons varier 
seulement y, il en résultera pour là fonction f une dérivée par rap- 
port à la variable y; nous la désignons par f\(x,y). 

Et nous appelons dérivées partielles de la fonction f(x, y) les deux 
dérivées 

■ r*(^»2/) et r,(x,y). 

Exemple. — Soit 

f{Xf y) = 7)x* -h ^xy — ij/*-|-2a: — r»y-f- i ; 
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la dérivée partielle par rapport à .r, en considérant y comme con- 
stant, est 

et la dérivée partielle par rapport à y, en laissant x constant, est 
f'^{x,y) = ^T — Sy — '5. 

88. Expression de l*acerolsseiiieBi d'ane ffoaetlon * de deux 
-variables qiuusd on fait -varier «ne de ees variables sea- 
lenent. — Quand on donne à x^ un accroissement A, il en résulte 
pour la fonction f[x) un accroissement A^o-H^)— A^o)» ^t nous 
avons appelé dérivée de f{x) la limite du rapport 

f(a:^^h)-f(x,) 



quand h tend vers zéro. Donc, quand h est seulement très petit en 
valeur absolue, mais non nul, ce rapport n'est pas égal à la dérivée, 
mais il en diffère d'une quanlifé très petite e; on peut alors écrire 

et par suite 

n^.ri-h)-f(x,]=^h[r{x,)-i-t] 

le nombre t tendant vers zéro en même temps que h. 

De même, quand une fonction f dépend de deux variables x et y, 
si, laissant à y une valeur constante y^, on fait passer x de la valeur 
x^ à la valeur or^-t-A, l'accroissement correspondant de la fonction 
f[x^ y) peut s'écrire 

n^o •+■ h, yo) - f[^,.V,)=KVx{x,, y,) -h a]. 

Et si, au contraire, laissant x^ constant, on donne successivement 
à y les valeurs y^ et y^^+ky il en résulte pour la fonction un accrois- 
sement 

f{x,y y, -h k) - f{x,, y,) = k[f\ (.ro, y,) -f- p] 

les nombres a et p devant tendre vers zéro en même temps que h 
et*. 
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89. Dériwéc d*ane fonctIOD Implicite de X, — ThÉORÈHE. — Si 
une fonction implicite y est définie par l'équation f (x,y) = 0, la 
fonction f étant une fonction continue de x ainsi que de y et ayant 
une dérivée par rapport à chacune de ces variables, la dérivée de y 
est égale au quotient changé de signe de la dérivée partielle de la 
fonction f prise par rapport à x, divisée par la dérivée partielle 
prise par rapport à y de cette même fonction f . 

£n effet, soit Téquation 

[1] A^.y)=o 

X et y peuvent varier simultanément, mais y dépend de .r, car si 
on donne à x des valeurs 

Xq Xi Xf ... »r„ 
les valeurs correspondantes de y 

Vo Vi yt '" Vn 

doivent être toujours telles que x^ et y^, x^ et ^j, x^ et y,,... x^ et y^. 
substitués à ;ret y, vérifient Téquation donnée, c'est-à-dire annulent 
f(^y y) ' 2^ ^^^ d<>"<^ bien une fonction de r. 

Supposons cette fonction continue^ et proposons-nous d*en trouver 
la dérivée. 

Donnons à x et j^ successivement deux systèmes de valeurs x^ et //o, 
»CoH-A et yo"H*> satisfaisante Téquation [ij; on a donc 

Par suite 

[2] f{x, -f- A, yo H- A) - /-(^o, yo) = 

Retranchons et ajoutons au premier membre le nombre /*(^\„ ^0+ ^)- 
Tégalité subsiste et Ion a 

[5] f(x,+Ky^^k)—f(x,,y,+k)^f(x,.y,^k)-f{x,.y,) = {), 

Or, d*après ce que nous venons d'expliquer (n<» 8»), 

est Taccroissement de la fonction f quand, y conservant la valeur 
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constante ^0+^» ^^ donne à x successivement les valeurs Xq et ^oH- /*, 
donc 

fi^o ■+- kf yo -h k) — f(x^, yo -h A) = A [fx (^o» ïo "H ^0 -H « ] 
De même la différence 

est raccroissement éprouvé par la fonction /*, lorsque, x restant égal 
à x^, y passe de la valeur y^ à la valeur y^+i'» donc 

A-^^oi î/o -H *) — A^o» yo) = *[ A (^0» yo) + ?1 

Par suite Tégalité [3] peut s'écrire 

[*] A[rx(^o»yo+A)-hoti-hA'[r,(^o.yo)-HH=o 

d*où nous tirons 

k_ rx(^o»yo-f-^')-4-a 

A /•M^o»yo)+P 

Or ^ est l'accroissement de la fonction y correspondant à rac- 
croissement h de la variable x\ la dérivée de y par rapport à x est 

k 
donc la limite du rapport? quand A tend vers zéro. 

Mais quand h tend vers zéro, a, ^ et k tendent aussi vers zéro, donc 

y'.==iim*=:-i^^, 
•^ A ry(^o.yo) 

les nombres Xq, ^o formant une solution de l'équation donnée 
f(x,y) = et ^0 étant le nombre à partir duquel on fait varier x. 

•O. Exemples. — I. Soit l'équation 

[2] ar« — 1/« — 6x4-y-f-4 = 0. 

En prenant les dérivées partielles du premier membre, on a 

Donc la dérivée de y, fonction implicite de x, est 

\x — ^ 4a: — 6 



yr.=- 



2j/-hi-~2.v-l 
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mais on ne doit substituer à a: et ^ dans cette expression que des 
nombres qui forment une solution de Fëquation [ij. 

Ainsi Féquation [\ ] est vérifiée par x = i y = 
la valeur correspondante de la dérivée de y est y'x == — j- = 2 « 

L'équation [i] est aussi vérifiée par xz={ y = ir la valeur 
correspondante de la dérWéè de y est y' := 93— r = — 2 et ainsi 
de suite. 

II. Soit Téquation 

y^iy — *) -H Sojr (x—a) = 
équation du ^* degré par rapport à j^ 

f ^ = 3a (;r — a) -f- 3cu: = oa (2j: — a) 

r. = 2y(i/-*) + y« = y(3y-2*) 
donc on a 

• , _ Zajix — a) 
•^'""'^y(3y-26)' 

l/équation est vérifiée pour x = y = b, alors y'^^zL— 

b^ 



3 a* 
elle est aussi vérifiée pour j: = a y = fr , alors y'x = — '-^ 

elle est aussi vérifiée pour x'=z y = 0, alors y'x = -ft- = ^ 
III. Soit l'équation du 2^ degré en x et y 

Aa:*-h2Rrv-+-Cy»-|-2D.r-h2Ey-+-F = 0, 
on a 

fx = 2A:r-h2By.-h2D r,=:2ftr-i-2Cy + 2E, 

donc 

, _^ ' Kxr^ By-t-I) 
, ^'^ . Rr-f-Cy-hE' 

.r et y formant une solution de l'équation. 
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EXERCICES SUR LES DÉRIVÉES 



1. Dans un mouvement varié, si à partir d*une époque t on donne au 
temps un accroissement très petit, la limite du rapport de l'espace par- 
couru par le mobile pendant cet instant à la durée même de cet instant, 
quand celle-ci tend vers zéro, est ce que l'on appelle la vitesse à V époque t ; 
comment peut-on énoncer simplement cette définition de la vitesse? 

2. Si pour une valeur a; = a de la variable la dérivée d*une fonction 
devient infinie, la fonction elle-même restant finie, quelle particularité 
présente la tangente au point correspondant de la courbe qui représente 
la fonction? 

5. Si en un point M d'une courbe la tangente est parallèle à Taxe X'X, 
que vaut la dérivée de la fonction représentée par cette courbe pour la 
valeur de z qui correspond au point M? 

4. Trouver l'expression de la dérivée logarithmique du quotient de deux 
Tonctions? — Id. de la dérivée logarithmique d'une puissance m"». 

5. On construit la courbe qui représente la fonction sin x\ quels son 
les angles formés avec l'arc positif des x par les tangentes menées à la 
courbe aux points qui correspondent à a; = 0, a; = t: ? 

6. Même question pour la courbe qui représente la fonction tang x. 

7. On donne la fonction 

y = x(x'^-\-p)-\-q\ 

trouver U condition entre p ei q pour que cette fonction et sa dérivée 
s'annulenr pour une même valeur de x. 

8. Trouver les dérivées successives du polynôme 

y — 2r« — 5x* + :r' — ar. 

9. Trouver la dérivée du produit 

(Sx + 2) (2.r» — 5.r + X). 

Par quel nombre faut-il remplacer X pour que cette dérivée s'annule 
quand « = 0? 

iO. Trouver la dérivée de 

y = x(x+l)(x + 2)(a; + 3), 
soit directement, soit à l'aide de la dérivée logaritlimique. 

LAOXAT. — COMPL. DALC. 5 
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11. Vérifier que la dérivée de la fonction 

,jrr:5(x-l)(4.T»-li.r-}- 15) 

osl un carré parfait. 

12. On donne le produit 

f,=:(x-a)»ç(a-) 

9(a-) étant une fonction entière de z qui n'est plus divisible par.r — «; 
démontrer que la dérivée de ce produit contient le facteur a: — a et W 
contient seulement à la première puissance. 
15. Trouver la dérivée de la fraction 



à (luoi se réduit-elle 

V Sïp'-^pl 2' Si 9' = g? 

14. Trouver la dérivée de 

^j--2/i)\ 

quelles sont les valeurs de x qui rendent cette dérivée nulle ou infinie? 
IT). Trouver la dérivée de 



V^mH' 



indiquer les valeurs de x qui rendent cette dérivée nulle ou infinie. 
16. Trouver la dérivée de 



V^ j« -4- 1 -h V^.r» — \ ^ 

17. Trouver la dérivée de 

y=\/^x' 

quelle est la valeur numérique de cette dérivée pour x = ri 

18. Trouver la dérivée de 

1 -t- 5 r — 5.r» 
y^ 5(x — ip ' 

cette dérivée cliange-t-elle de signe en passant par l'infini? 
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19. Trouver ]a dérivée de 

le signe de celte dérivée change-t-il quand x croit de — a à -h «? 

20. Calculer la dérivée de 

y = [{x — 3a)« + ^J:*] (« + û) » ; 
pour quelle valeur de x devient-elle nulle ou infinie? 

21. Démontrer que toute fonction de la forme -» — et en général — • 

/7 étant entier et positif, a un nombre illimité de dérivées successives; 
trouver leur loi de formation et former la dérivée d'ordre n. 

22. Démontrer que toute fonction de la forme a y^, a *)Jx*.„ et en géné- 
ral a v^» a un nombre illimité de dérivées successives; trouver leur loi de 
formation et former la dérivée d'ordre n. 

23. Former les dérivées successives de la fonction 

1 



ax-\- o 
24. Trouver les dérivées des fonctions 



y = siu'x y = sin3x 2/=tang«x j/ = v^tangx y=rtang3x. 

25. Trouver la dérivée de 

y = a* tang x + b^coix; 
pour quelles valeurs de x cette dérivée devient-elle nulle? 

26. Trouver les dérivées de 

y = tang a; + cot x 4- séc x-f coséc x 
et s = sin x cos x tang x cot x séc x coséc .r. 

27. Calculer la dérivée de la fonction 

cos"* X — 3 cos X — 5x sin r 

y= : 

•' sm X 

Exprimer cette dérivée en fonction rationnelle de sin x; pour quelles 
valeurs de x devient-elle nulle ou infinie? — Peut-elle devenir négative? 

28. Dérivée de la fonction 

sinx 

^"~1 4- tang«x' 
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Calculer la valeur numérique de cetle dérivée quand sin x = — =• 

'29. Trouver la dérivée de 

y = arcs»n^-j-^ 
et expliquer le résultat. 

50. Trouver la dérivée de 



y z= arc sin 2x ^\ — x^ 
(*t expliquer le résultat. 

51. Trouver la di^rivée de 

3x — .t5 
y^arctangj— 5^. 

et expliquer le résultat. 

52. Trouver la dérivée de 

1 4- T 

y z= arc tang 3 '- 

1 ^~ X 

ft expliquer le résultat. 
35. Trouver la dérivée de 

y = arctang^--jj 
et expliquer le résultat. 

54. On donne la fonction du 2* degré homogène à trois variables 

f(x,y,z) = Ax« + ky + A"*« + By« + Wzx -f B"xy 

dont on prend les dérivées partielles par rapport à x, y et a. Vérifier Tiden- 
tilé suivante 

.<« (^,y,5) -f j^/"y (.r,y,«) -f «/•', ^x,y,«) = 2/'(ar,y,3). 

55. On donne l'équation 

2j5 — 2xy« -1- j^5 — «s — 
qui est vérifiée par 

x = a y = a : 

<|ue vaut la dérivée de y par rapport à x quand ou y remplace x et y 
par a? 
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VARIATION DES FONCTIONS 



•1 . Définitions. — Fonction croIsMuite, fonction décroissante 
ponr nnc ▼nleor donnée de la variable. — Soit une fonction 
f{x)y que nous supposons continue pour x = Xq. Donnons à Xq un 
accroissement A, positif ou négatif, il en résulte pour la fonction f(x) 
un accroissement A* =/'(xo -h A) — f{xo). 

i<* On dit que la fonction f(x) est croissante pour x=:Xqj si l'ac- 
croissement de la fonction devient et reste ensuite constamment de 
même signe que celui de la variable quand celui-ci tend vers zéro, 
c'est-à-dire s'il existe un nombre positif a assez petit pour que, pour 
toute valeur de h comprise entre — a et -+- a, Taccroissement fix^ -f- h) 
— f(x^) de la fonction reste de même signe que h. 

S* On dit que la fonction /"(^j est décroissante pour j:^=Xo, si 
l'accroissement de la fonction devient et reste ensuite constamment 
de signe contraire à celui de la variable quand celui-ci tend vers 
zéro. 

De là il résulte que si la fonction f(x) est croissante pour x = x^, 

le rapport '-^ ^ — '-^-^ ou r prend et conserve une valeur 

positive dès que h prend une valeur absolue suffisamment petite; 

f(x -+- A) f{x ) 

et si la fonction f(x) est décroissante, le rapport ^-^-^ r — - — — 

ou T prend et conserve une valeur négative quand h varie de — a 
à -h a. 

•t. Fonction croissante on décroissante dans un Intervalle 

. — Quand une fonction f[x) est continue dans l'intervalle de 
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a à fr, on dit qu'elle est croissante dans ce même inte)*valle si elle 
est croissante pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b. 

De même la fonction est décroissante dans li'intei^valle considéré 
si elle est décroissante pour toutes les valeurs de x comprises entre 
a et b. 

•9. Exemple. — Soit la fonction du 2« degré 

y = x^ — (a-hb)x + 2a6. 

On sait qu'elle est continue pour toute valeur de x. Nous suppose- 
rons a<ib, 

I" Pour a: = a, Taccroissement do la fonction est 

k = f(a-{-h) — f(a) = (a'hhy— a- — (a -^ b)h = (a — b)h -h h\ 

donc 

h — AT (h /i\ _j_ h^ 



k=.h[—(b~a)^h] ^=_-(^^a) + A, 



h tendant vers zéro; dès que h est inférieur h b — a en valeur 
absolue, on a r < ; A* est donc de signe contraire à h. Donc la fonc- 
tion est décroissante pour x = a. 
2<» Pour a: =6, 

k = f{b-i-h)—f(b) = (b-hhy — b^--(a'^b}h = {b^a)h'{-h\ 

donc 

^z=zb — a-^h 
n 

dès que h est inférieur à b — a en valeur absolue, t>0, donc la 

fonction est croissante pour x^=b. 

o'* Donnons à x une valeur quelconque x^ 

k = f(x,-^h)-f{x,) = {x,-^hy-'X,^-{a-^b)k 
= [2x,^{a^b)]h^h' 
donc 

' j. = ix^^{a-\-b)'hh. 
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Dès que h prend une valeur absolue inférieure à celle de Sj-q — (an-J), 

celte dernière quantilù donne son signe au rapport r* 

Donc 

î^i ^fl < — :: — T < D la fonction est décroissante, 

z h 

si x^ >- — - — î ^ ^ '^ fonction est croissante. 

Ainsi la fonction est déci'oissante dans ^inler^'alle de — oo à — ^ — 
et croissante dans Tintervalle de — ^ — à-f-3c« 

•4. Haxlnvni d*«iM fottctlon. — On dit qu'une fonction con- 
tinue f(x) passe par un maximum pour x = Xq, quand pour cette 
valeur de x la fonction, conservant une valeur finie, cesse de croître 
])Our décroître. 

Si donc on considère trois valeurs de la variable telles que 

a étant positif et aussi petit qu'on voudra, 

de Tq — X à Tq la fonction est croissante^ 

et de x^ à x^-^-a la fonction est décroissante, 

•B. RUnlmiim due fottctlcm. — De même on dit qu une fonction 
continue f(x) passe par un minimum pour x = j*ot quand pour cette 
valeur de x la fonction prend une valeur finie et cesse de décroître 
pour croître, c'est-à-dire que 

de J-o — X à j-o I3 fonction est décroissante, 

et de X(f à x^-hi la fonction est croissante. 

Ainsi on a vu prècédeninient (n° 99) que la fonction 
X* — (a -h b)x -f- '2ab 
est décroissante pour toute valeur de x inférieure à — 5 — > et crois- 
sante dès que x surpasse — ^ — » donc quand x=^ — ^ — » la fonction 
passe par un minimum, dont la valeur est r — ^-f-2afc. 
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•o. Théorème I. — Si pour toute valeur de x compnse dans V inter- 
valle de ^ àh^ la fonction f (x) et «.i dérivée sont continues^ et si la 
dérivée f ' (x) est constamment positive, la fonction f (x) est croissante 
dans cet intervalle, 

f(x -h A) fix) 

En effet, le rapport -^ ^ — a pour limite f'{x) quand h 

tend vers zéro; donc quand h est très petit en valeur absolue, mais 
non nul, on a 

c étant un nombre, positif ou négatif, mais qui tend vers zéro en 
même temps que h. 

Soit Xq un nombre quelconque compris enti'e a et h, d'après Thy- 
pothèse /^(^o)>0. Or on peut prendre h assez petit en valeur absolue 
pour que la valeur absolue de e devienne et reste inférieure à celle 
du nombre f[x^,, donc c'est f[x^ qui donne son signe au second 
membre ; on a alors 

f(r.^h)^f(x,) ^^ 
h ^"' 

donc pour :r= j-^ la fonction f{x) est croissante (n<» •!). 

91. Théorème II. — iSi, pour toute valeur de x comprise dans 
V intervalle de a à h, la fonction f (x) et sa dérivée sont continues, et 
si la dérivée f (x) est constamment négative, la fonction f(x) est dé- 
croissante dans cet intervalle. 

Même raisonnement; fixo) est <0; or on peut prendre h assez 
petit en valeur absolue pour que la valeur absolue de e devienne et 
reste ensuite inférieure à celle du nombre fM^ quand h tend vers 
zéro ; donc c'est f (x^) qui donne son signe au second membre ; on a 
donc 

f(x,^h)^f(x,) ^ 

7 ^V» 



donc pour x= j-^ la fonction f(x) est décroissante, 

•8. Théorème III. — Si, pour toute valeur de x comprise dans 
Vintervalle de a à b, /a fonction f(x) est continue et constamment 
croissante, la dérivée f (x) est positive ou nulle dans cet inteiDalle, 
mais elle ne peut devenir négative. 

En effet, si la dérivée devenait négative, la fonction serait décrois- 
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sanle pour la valeur de x considérée (Th. II), donc cette dérivée ne 
peut être que positive ou accidentellement nulle. 

»•. Théorème IV. — Si^ pour toute valeur de x comprise dans 
riniervalle de a à h, la fonction f (x) est continue et constamment 
décroissantey la déinve'e f (x) ne peut être que négative ou nulles sans 
jamais devenir positive. 

Car si la dérivée devenait positive, d*après le théorème I, la fonc- 
tion serait croissante pour la valeur de x considérée ; cetie dérivée 
ne peut donc être que négative ou accidentellement nulle. 

lao. Théorève V. — S/, pour toute valeur de x comprise dans l'in- 
tervalle de a à b, la dérivée r(x) d^une fonction reste constamment 
nidlcy la fonction f (x) reste constante dans tout cet intervalle, 

C*est dire que si Ton prend deux valeurs quelconques de x, x^ 
et jTi, comprises entre a et fc, on a f[x^z=zf[x^. 

En effet, soit x^^K^x^^ et partageons en n parties égales à h Tinter- 
val le jTj — x^y par conséquent 

x^ — x^=-nh. 

Donnons à x les valeurs successives 

^0» ^oH-^» Xo-h2A,... Xo-H-(n — i)A, x^^-^nh, 

on a les égalités suivantes : 

f(a:,^2h)-f(x,-^h) 
/•(x, + 5A)-/(.ro4-2A) 

f(x,^nh)^f[x,-^{n-i)h] = h[r(x,-h{n^i)h)-hB,] = he,, 

car, la dérivée restant constamment nulle dans Tintervalle de a à fr, 
les nombres /^(a:o),/*'(Xo-h A),. . . /''[xo-+-(n — i)h] sont tous nuls. 
Additionnons ces égalités membre ù membre, et remarquons que 
x^'hnh = x^y il reste en réduisant 

les nombres Ej, e,, fig, . . . e^, positifs ou négatifs, tendent tous vers zéro 
en même temps que h. 
Soit e la plus grande des valeurs absolues de ces nombres, la 



= A[/"(x.) + e.] 


= Ae,. 


= h[f'{x,-^h)-hu] 


= ht,. 


= AfrK-h2A)-+-e,] 


= hts. 
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valour absolue de la somme ci + ^t • • • + ^n ^^^ inférieure ou au plus 
ô<;;ale à m, donc la valeur absolue de 

f(^i) — fM «"st < nhg, 

donc, comme nA = r, — x^, 

/■(.r,) — (/*jCo) est en valeur absolue <$ (x^ — Xq)€, 

on a donc la double inégalité 

— (-^l — ^o)€ < fM — A-^o) < (^1 — ^o)6- 

Or, quand h tend vers zéro, e tendant vers zéro et x^ — Xq étant 
constant, les deux produits extrêmes tendent vers zéro, donc le 
nombre flx^) — (fM* compris entre ces deux produits, est nul, 
donc 

f(x,) = f{x,). 

La réciproque est évidente : si une fonction f(x) consene une 
valeur constante quand x varie de a à fr, la dérivée f'{x) reste con- 
stamment nulle dans cet intervalle, puisque à un accroissement h de 
\i\ variable correspond un accroissement nul de la fonction. 

1#1. Théorème VI. — Si pour toute valeur de x comprise entre a 
et b le% dérivées de deux fonctions f(x) et ç(x) sont constamment 
égales, ces deux fonctions ne diffèrent que par une constante. 

En effet, soit 

^x)=f(x)--r^(x) 

r variant de a n fr, on a constamment 

donc, d'après le théorème V, la fonction ^(x) reste, dans tout cet 
intervalle, égale à un nombre constant G; donc 

f{x)-o{x) = Ç.. 

i#t. Corollaire 1. — Si, pour toute valeur de x comprise entre 
a et 6, la fonction f(x) est constamment continue et croissante, sa 
dérivée f(x) ne peut s'annuler que pour certaines valeurs particulières 
de .r, car si elle restait nulle pour toutes les valeurs de x comprises 
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dans une partie quelconque de rinlervalle de akb, la fonction f(x) 
resterait constante dans, cette même paille de Tintervalle considère. 

De même si la fonction /(x) est constamment continue et décrois- 
sante, sa dérivée f(x) ne peut s'annuler que pour certaines valeurs 
particulières de x, 

Cest pourquoi nous avons dit dans Tun et Tautre cas (Th. III et 
Th. IV) qu'elle devient nulle accidentellement. 

109. Corollaire II. — Si, quand x croît de a à 6, la fonction f{x) 
restant continue, sa dérivée f(x) s*annule par une valeur pailiculière 
de j:, x=Xij mais reste positive pour toutes les autres valeurs de 
la variable, la fonction ne cesse pas d'être croissante dans tout 
l'intervalle. 

Car, faisons croître x de a à x^ — a, puis de t, -f-a à fr, dans 
chacun de ces intervalles f(x) restant positive, f(x) est croissante, 
et cela quelque petit que soit le nombre positif a. 

De môme si, /'(x) étant négative dans l'intervalle de a à 6, s'annule 
accidentellement pour;r = j:j, la fonction f{x) ne cesse pas d'être 
décroissante dans tout l'intervalle. 

104. SlgnlfleatloB géométrique. — Disposition de la eoarbe 
quand la dérivée devient nulle sans elianger de signe. — Dans 
le cas où la dérivée devient nulle pour x = Xi sans cesser, d'être 
positive pour les valeurs de x immédiatement inférieures et immé- 
diatement supérieures à ;r,, la courbe qui représente la fonction a la 



To 



^^^^ 



J 



V H 

Kig. 9. 



tNL ? 



^. 



Yâ p H 
Fîg. la 



disposition de la figure 9. Pour j:=: OH = a:|, la tangente T'T fait un 
angle nul avec la direction x'x, elle lui est donc parallèle; de plus, 
l'ordonnée MP ne cessant pas de croître avec x à droite comme à 
gauche de IH, la courbe traverse sa tangente en I. Ce point I est 
ce qu'on appelle un point d'inflexion. 

Si au contraire la dérivée s'annule pour x = x^ sans cesser d'être 
négative, la courbe présente la disposition de la figure 10. 
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f OS. Théorème VII. — Condition nécessaire et soiaMMite ponr 
qn'one fonction imsoe par un maximum. — Quand une fonctisn 
f'(x) est continue ainsi que sa dérivée dans un certain intervalle, 
pour que cette fonction admette un maximum pour une valeur de x, 
X = Xq, comprise dans cet intei-valle, il faut et il suffit que la dérivée 
f (x) change de signe, en passant du positif au négatif, et s'annule 
pourx = x^. 

En effet, 1" Dire que la fonction passe par un maximum quand 
x^=Xç^, c est dire (n® 94) que, a étant un nombre positif très petit, 
quand x croit de ^o — *â ^o» ^^i fonction f(x) est croissante, la 
dérivée f'{x) est donc alors positive, et quand x croît de x^^ à .r^-l- a, 
la fonction est décroissante, donc la dérivée f'(x) devient négative. 
D*ailleurs la dérivée étant par hypothèse continue dans l'intervalle 
considéré ne peut changer de signe qu'en passant par zéro. Donc- 
pour x=z ^0 la dérivée f'(x) s'annule et passe du positif au négatif. 

2^ Réciproquement, si la dérivée s'annule pour x = Xq et passe du 
positif au négatif, c'est que la fonction, d'abord croissante quand x 
varie de .r^ — a à Xq, devient décroissante pour les valeurs de x com- 
prises entre x^ et x^^-i-d, a étant un nombre positif aussi petit que 
l'on veut. Donc pour x = Xf^ la fonction, cessant de croître pour 
décroître, passe par un maximum. 

i06. Condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction 
passe par un minimum. — Thforème VIII. — Quand une fonction 
f(x) est continue ainsi que sa dérivée dans un certain intervalle, pour 
que cette fonction admette un minimum pour une valeur de\,\ = x^, 
comprise dans cet intervalle, il faut et il suffit que la dérivée f'{x) 
change de signe en passant du négatif au positif, et s annule pour 

X = Xo. 

Le raisonnement est complètement analogue au précédent. 

i" Si pour a: = Xo la fonction passe par un minimum, c'est que, de 
Xq — a à Xf^, la fonction est décroissante : donc la dérivée est d'abord 
négative; puis de x^ à Xo -+- a la fonction est croissante : donc la déri- 
vée devient positive. D'ailleurs elle ne peut changer de signe qu'en 
s'annulant, puisque par hypothèse elle est continue dans cet inter- 
valle. 

2® Si de aTo — a à Xq la dérivée est négative, c'est que la fonction 
décroît; si de Xo à a-^ -h a la dérivée est positive, c'est que la fonction 
croît; donc pour x = Xq elle passe par un minimum, 

*•». Remarque. — D'après ces deux théorèmes, pour qu'une fonc- 
tion f(x) passe soit par un maximum, soit par un minimum pour 
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X =jr<,, il ne suffît pas que la dérivée f[x) s*annu1epour cette valeur 
de x^ mais il est nécessaire qu'elle change de signe en passant par 
zéro. Si de positive elle devient négative, la fonction passe par un 
maximum; si au contraire la dérivée de négative devient positive, la 
fonction passe par un minimum. Il est quelquefois difficile de 
reconnaître le signe que prend f(x) pour x=^Xq — ol, ou xz=zXf^-{-aL; 
alors on doit recourir aux dérivées suivantes. 

tus. Usa^e des dérivées successives ponr distinguer si mie 
fonction passe par un maxlnram on nn minininni. — TlIÉORÈME IX. 
— Si une fonction f (x) continuCy ainsi que ses dérivées successives^ 
passe par un maximum pour x = x©, la première des dérivées succès- 
sives qui ne s'annule pas est d'ordre pair et elle prend une valeur 
négative pour x = x^. 

En effet, quand x croît de x^ — a à Xo, puis de x^hx^-^ a, f'{x) 
de positive devient nulle, puis négative; donc pour a: = ^0 la déri- 
vée première est décroissante. 

Donc la dérivée seconde est négative ou nulle. 

Si elle est négative, le théorème est vérifié. 

Si elle est nulle pour x = x,,, elle est négative pour les valeurs de x 
qui précèdent et qui suivent immédiatement Xq. On a donc 

r(a:,-a)<o rM=o r(^.+»)<o 

donc la dérivée seconde est d'abord croissante avant d'al teindre la 
valeur zéro, puis décroissante. 

Donc la dérivée troisième passe du positif au négatif, et comme elle 
est continue, elle devient nulle pour x = x^^. 

Cette fonction f'"(x) reste donc constamment décroissante dans 
rintervalle de Xq — aà x^-hy-; donc la dérivée suivante, qui est la 
quatrième, doit être négative ou nulle pour x = Xfi. 

Kn continuant le même raisonnement, on voit de môme que si la 
dérivée quatrième est nulle pour j: = Xç, la dérivée cinquième doit 
être nulle aussi, et la dérivée sixième doit être négative ou nulle, et 
ainsi de suite. 

i#9. Théorème X. — Si une fonction f (x) continue, ainsi que ses 
dérivées successives, passe par un minimum pour x = x^, la première 
des dérivées successives qui ne s'annule pas est d'ordre pair et elle 
prend une valeur positive pour x = x^. 

La: démonstration est complètement analogue à la précédente. 
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lie. Théorème XI. — Réciproquement, si, la fonction f(x) et ses 
deux premières dérivées étant continues dans le voisinage de x^, 
la dérivée première devient nulle et la dérivée seconde négative 
pourx = x^, la fonction f(x) passe par un maximum. 

Car, puisque /"(^o) «st négative, c'est que f(x) est décroissante 
pour x = Xq. Or pour celle valeur de x elle est nulle, donc elle passe 
du positif au négatif. Donc la fonction /'(x) passe par un maximum. 

lit. Théorème XII. — Si, les fonctions f(x), r(x), ("{x) étant con- 
tinues dans le voisinage de Xg, la dérivée première devient nulle^ et 
la dérivée seconde positive pour x = x^, la fonction ({\) passe alors 
par un minimum. 

La démonstration esl complètement analogue. 

lit. CoROLUiRE. — Si, la fonction f(x) et ses dérivées successives 
étant toutes continues dans le voisinage de o^o» 1^ première des 
dérivées qui ne s'annule pas pour ^==Xo est d'ordre impair, la fonc- 
tion ne passe ni par un maximum ni par un minimum pour cetU^ 
valeur de la variable. 

Car, d'après les théorèmes IX et X, pour que la fonction f(x) admette 
un maximum ou un mmimMm pour x = Xq, il est nécessaire que la 
première des dérivées qui ne s'annule pas pour cette valeur de x soit 
d'ordre pair. 

Supposons, par exemple, qu'on ait 

r{^-o)=o rw=o rK)>o 

On en conclut que pour x = Xq f(x) est croissante, donc passe du 
négatif au positif en s'annulanl, donc la dérivée première f(x) est 
d'abord décroissante, puis nulle, puis croissante, par conséquent elle 
est positive, puis nulle, puis redevient positive; donc la fonction 
ne cesse pas d'être croissante pour x =^ Xq — a, comme pour 
J* = ^o -Ha- 
ll S. Marche * suivre pour étndier les Tarlatlons d'une foae- 
tlon. — Soit une fonction y = f{x). On cherche d'abord dans quels 
intervalles cette fonction est réelle, et dans quels intervalles elle est 
continue. Il suffit d'étudier la fonction dans ces derniers intervalles : 
ils sont d'ordinaire séparés par les valeurs de x qui rendent la fonc- 
tion infinie. 

On forme la dérivée fix), on sépare aussi les intervalles où elle 
est réelle et continue, puis on cherche les racines de l'équation 
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f'{x) = et l'on s'assure soit directement, soit à l'aide de la dérivée 
seconde, si f'ix) passe du positif au négatif, ou du négatif au positif, 
ou enfin si elle conserve son signe en passant par zéro. On détermine 
ainsi les intervalles on la fonction est croissante, décroissante, et les 
valeurs particulières de x pour lesquelles la fonction admet un maxi- 
mum ou un minimum; on substitue ces nombres dans f(x), afm do 
calculer la valeur numérique du maximum ou du minimum^ 

On inscrit ces résultats dans un tableau : dans la première colonno 
on écrit les valeure remarquables de Xy rangées par ordre de gran- 
deur algébrique croissante ; dans la seconde le signe et au besoin la 
valeur de la dérivée, et dans la troisième le sens croissant ou décivis- 
^anl suivant lequel varie la fonction, et les valeurs remarquables 
par lesquelles elle passe. 

Si la variable x est susceptible de croître de — oo à + « , il faut 
en outre chercher les limites vers lesquelles tend la fonction quand 
x croît indéfiniment dans Tun ou l'autre sens. 

A laide de ce tableau, résumant l'étude algébrique de la fonction, 
on trace la courbe qui représente géométriquement ses variations. 

lié. Êtndc de la fonctton entière dn premier de^^ré. — Cette 
fonction est de la forme 

[i] y^ax-hb. 

Nous avons démontré (n® 91) qu'elle est continue pour touto 
valeur finie de x, on peut donc faire croître x do -- oo à -h oc . 
Prenons la dérivée 

Cette dérivée est constante, de là les différents cas suivants : 

i** Si a>0 la fonction y est constamment croissante. 
2« Si a<;0 la fonction y est constamment décroissante, 
o" Si a = la fonction y est constante, 

elle se réduit en effet d y = b. 

Mettons a en facteur, et posons = r' ; la fonction prend la 

forme 

[2] î/ = a^.r + -j ou y = a{x — y) 
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Sous cette forme on suit facilement le signe dey; pour j: = ♦ 

y devient nulle, et quand la valeur de x augmente indéfîniment, y croit 
aussi indéfiniment en valeur absolue. 

Les variations de la fonction sont donc résumées dans les tableaux 
suivants : 





I. a>0 




II. a<0 


X 


y' 


y 


X 


!/' 


y 


.r == — 00 




y = — 00 


X=L 30 




y= + oo 


'<-! 


-f- 


y < et croit 


'<~^\ 


— 


y>Oet décroît 


a-— - 
a 


4- 


y = Q 


X — — - 

a 




y=o 


->-', 


4- 


y>0 et croît 


'>-\ 


— 


i^<0 et décroît 


j: = -|-oo 




y = -f.oo 


j: = — 00 




y = — * 



fis. Bepréscn talion géométrique des TarlatloBS de la fonc* 
tloB ax 4- ft. — La ligne figurative de la marche d'une fonction du 
premier degré est toujours une ligne droite. 

En effet, 1** supposons d'abord que h soit nul, a étant positif. 

L*équation se réduit à 



ax 



ou 



X 



C'est dire que le rapport de y à j: est constant et positif. 

Si donc on donne à la variable x deux valeurs positives difTércntes 
OP, OP' auxquelles correspondent pour y les valeurs y = PM, 
y = FM', ces longueurs doivent être telles, que 



PM 
UP' 



P'M'_ 



les deux triangles OPM, OP'M' sont donc semblables comme ayant un 
angle droit compris entre côtés proportionnels, donc les angles 

POM, P'OM' sont égaux et la ligne OMM' est droite (Cig. 11). 
Si on donne à -r une valeur négative, représentée par — OP", la 
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valeur correspondante de y doit être aussi négative, soit — PU" et 
telle que le rapport 

p»j|ff 

^p^ soit égal aussi au nombre à ; 



on a donc encore 



— PTr _P^M"_PM 



et le triangle OP*TI" est encore semblable à OPM, donc OM'' est le prolon- 

Y 
.D c 





gement de OM, la droite COD est tracée dans Tangle XOY et son opposé. 

Si on suppose a <; 0, deux valeurs correspondantes de xti de y 
doivent être de signes différents. 

Aux valeurs de x 



— OF -f-OP' 

correspondent des valeurs de y 

-hVW —FM' 



telles que 



OP 



PM (fig. 12), 



FM" 



-OP" 



FM' — PM 



OF 



OP 



ou 



Fr_FM;_PM__ 

OP" ""OF"~OP"~ ^' 

les triangles OP"M", OFM', OPM sont semblables et les points M", 0, 
M, M', sont toujours en ligne droite, mais cette droite CD est tracée 
dans Tangle X'OY et son opposé. 

LAIWAT. — COKPt. d'aLC. 6 
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2« -Soit fr 9^ 0. — La fonction est y — ox-h i. 
Si on pose .Vi = a^ on a y^iy^-Jf b. 
La fonction y^ est représentée par une droite C,OD, menée par le 
point 0. Pour j: = on a y = ^, soit OB (en supposant b positif), et 

pour toute valeur de x, x =^ OP, 

on a 

yi = PMi 

et 

l/ = yjH-fc=:PMi4-M,M (fig. i3). 

M^H étant égal à b, la figure OBM,M 
est donc un parallélogramme et la 
ligne BH est parallèle à OMp la fonc- 
tion y = ox H- i est donc représen- 
tée par une droite CD parallèle à CfDi, 

le point B où elle coupe y' y étant au-dessus ou au-dessous du point • 

suivant que b est positif ou négatif. 

iitt. Étude de la fonetlon entière dn second degré. — La 

fonction entière du second degré 

[ 1 ] 77 = û»^' -i- ^'^ H- c 

linue pour toute valeur finie de x (n^ tt) et a pour déjivées 

b' 




y'^^ax-hb 



=.,(.+^„) 



et 



/ = 2a. 



liC binôme x-h^ne s'annule que pour j:~ — ô^ ^i change de 



2a 



2a 



signe quand x atteint et dopasse le nombre - 3-, c'est-à-dire la 

demi-somme des racines de Téquaiion obtenue en égalant le trinôme 
«lu 2** degré à zéro. Mais le signe de î/' dépend du signe du facteur a; 
il faut donc distinguer deux cas : 

I" Ca«, a>0. Tant que .r< — ^, puisque le facteur a est 
positif, fa dérivée 1/ est négative et la fonction décroît, et quand 
./•> — ^ la dérivée est positive, donc la fonction devient croissante. 

Elle passe donc par un minimum quand x —- — ^- et la valeur 



y 
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de ce minimum est — r- On voit en effet que y" est poêitive. 

D'ailleurs, en mettant x' en facteur on peut écrire la fonction 
sous la forme 



[2] 



y = ^(a + U^) 



donc quand la valeur absolue de x devient très grande, le facteur 

écrit entre parenthèses prend et conserve le signe de a, puisque 

b c 

- et — tendent vers zéro, et la fonction prend le signe de ax^ ; 

elle devient donc positive et croit indéfiniment. 

2« Cas, a •< 0. Le facteur a étant négatif, quand jt croît ôv 

ia 



30 à — ^» la dérivée i/ est positive, y croît; et quand x croît de 



— 9~ ^ -h*» la dérivée // est négative, y décroît. Donc pour 
j- = — j^ la fonction passe par un maximum dont la valeur a encore 

pour expression — -r La dérivée seconde est en effet négative. 

Et quand x croit indéfiniment en valeur absolue, la forme [2] montre 
que la fonction prend le signe de ax', c'est-à-dire devient négative, 
et que sa valeur absolue croit indéfiniment. 

La fonction du second degré admet donc un minimum quand a 
eU positif y et elle admet un maximum quand a est négatif. 

Ses variations sont résumées dans les deux tableaux suivants : 



I. rt>0 



X 


y' 


X=^ 30 




'<-â 


— 


b 


!/'-o 


^>--h 


H- 


X = -+-« 





y = -hoo 
y décroît 



\ac -b* 



y croit 



-min, 



11. fl<0 



30 

h_ 

2a 
'la 



'^<- -r 



r — - :t- 



!/'-0 



y croît 

Ane — b* 

y décroît 
!/ = — » 
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Nous retrouvons ainsi ce qui a été expliqué dans les Ék'ments 
d'Algèbre (page 314 et suivantes). 

il9« Corollaire I. — Pour que le trinôme du second degré 
puisse devenir nul, il faut, quand a>>0, que le minimum — j- — 
soit négatif ou mil, donc on doit avoir 

Aac — fc* ^ ou b^ — iac ^ 0. 
Et quand a < 0, il faut que le maximum — j soit positif on 



nul, doBÊ on doit avoir encore b* — 4ac^0. 
C*ealbi condition de réalité des racines de l'équation 

ox" -h frx -f- c = 0. 

tiS. Corollaire II. — Si b^ — 4ac>0, la fonction décroit de 
4- 00 à un minimum négatif pour croître ensuite jusqu'à -h oo, elle 
passe donc deux fois par zéro, et change deux fois de signe. Soient 
x' et af les racines de Téquation : 

jo Pour toute valeur de œ inférieure à la plus petite racine, le tri- 
nôme prend le signe de son premier terme ax', et par suite le 
signe de a. 

2* Quand x varie de x' à a:", le trinôme prend le signe contraire 
à celui de a. 

Z^ Pour toute valeur de x supérieure à la plus grande racine, le 
trinôme prend de nouveau le signe de a. 

119. CoROLUiKE III. — Si b* — Aac = 0, le trinôme conserve con- 
stamment le signe de a et, pour x=^ — ^» il prend la valeur 0, qui 
en est le maximum ou le minimum. 

ito. Corollaire IV. — Si i* — 4ac<;0, le trinôme conserve con- 
stamment le signe de a sans jamais s'annuler. 



Iti. Théorème XIII. — Si on donne à x deux valeurs équidis- 
mtes de — tç-» c'est-à-dire de la / 
la fonction prend des valeurs égales. 



tantes de — ^r-* cest-à-dire de la forme — ^ h et — tt- -f- h, 

2a ' 2a 2a 
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En effet la fonction peut s'écrire 



85 



Pour 



et pour 



/ , fc c\ r/ *V *ac — bn 



Ces deux valeurs de y sont bien égales, quel que soit h. 

t%%, RepréscnUitloii géométrique des Tarlatloiis du trlnôafie 
ém McoBd degré. — Traçons deux axes rectangulaires X'OX, Y'OY, 
et portons à partir de sur X'X, dans le sens indiqué par son signe, 

une longueur égale à — 5-» soit 01, puis à partir de I, sur la parallèle 

à OY, une longueur égale à la valeur absolue de — ^ . dans le 

sens OY ou dans le sens OY', suivant que ce nombre est positif ou 
négatif. 

Quand a^O, suivant que fc* — Aac est positif, nul ou négatif, 
la courbe présente les dispositions des figures 14, 15 et 16. Il 





X^ P' IM P iX 



Fig. 15. 




résulte du dernier théorème (n« iti) que cette courbe a pour axe 
de symétrie la ligne IZ. Car, en prenant IP' = IP pour x = l?' et 
:c=z IP, on a des valeurs égales de y, NT' =:NP. 
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Et quand a < 0, la courbe présente la disposition des figures i 7, 1 8 
ci 19, c*est-à-dirc que la concavité, tournée dans le sens des y positifs 





JTô 



r \ ?■ 




quand a > 0, est tournée dans le sens des y négatifs quand a < 0. 

IM. Théorème XIV. — La courbe figurative d'une fonction du 
second degré ax» + ax -4- c est une parabole dont taxe est la droite 

MZ, et le paramètre est égal au nombre — 

En eflct, considérons l'une quelconque dès figures précédentes, 
par exemple la figure 14; une propriété caractéristique de la para- 
bole, c'est que, si d'un point quelconque N on abaisse sur l'axe MZ 

la perpendiculaire NH, le rapport jrn- est constant et égal au double 

du paramèlro. 
Or, pour le point N, on a 

^r=OP = OI-|-IP = — ïf--hNH 
2a 




2a 



donc 

D*ailleurs 

MII = IH-hIM = i/-hIM; 
Aac — b^ 



or 



IM: 



4a 



Fig. 19 bis. 



et l'on a vu (n® iti) que 



Aac — fc* îTïî 

\ -, — a. M ■ 



Aa 



m 
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ou 






donc enfin 


HH: 


y4-IM = a,NH* 
-a.NiP et ' ^.: 



«7 



MH 



1^ 
a 



Ce rapport est donc constant, et le double du paramètre vaut - ; 

i 
donc le paramètre vaut ^' 



È%4. ExEVPLE. — Soit 



(j^~a) {x — 3a) 



a étant un nombre positif. 
La dérivée 

, X — Za-\-x- 



2a 



2a 



2jr — 4a 1 , ç, . 

:~^^=-(x-2a). 



La fonction s^annule pour a:=ra = OA et ar = 3a = 0B, et la 
dérivée s annule pour a: = 2a = 01 
en passant du négatif au positif 
(Ag. 20), donc pour a: = 2a la fonc- 
tion passe par un minimum qui 

vaut — 5 = — IM. 

La courbe est une parabole dont 
le paramètre est a; elle coupe OX X' o 
aux points A et 6, a pour axe MZ, 
son foyer est en I, puisque 




MI: 



1 



et si Ton fait 



:0 



Fig. 20. 



on a 



ca. 



Ce qui donne le point de rencontre E avec Taxe 0^. 

195. Êtndc de la ronctlon bIcMnrée. — Cette fonction 
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88 COMPLÉMENTS D'ALGÈBRE. 

(3st continue pour toute valeui* finie de x^ et a pour dérivée 

Cette dérivée s*annule toujours pour ar = 0, et change de signe 
quand x passe par zéro; quant à Tautre facteur ar'H-K-» il faut 

distinguer suivant que le nombre 3- est négatif ou positif. 

IM. i^ cas, 5-^0. — Ije facteur a:* H- H- reste constamment 

positif; il faut en outre distinguer le signe de a, et Ton a les deux 
tableaux suivants : 





1. a>0 




II. ( 


i<0 


X 


y' 


y 


X 


y' 


y 


— 00 




y = H-oo 


— 00 




y =■ — 00 


j;<0 


— 


y décroit 


r<0 


+ 


y croît 


.r = 





y = c minimum 


a:==0 





y = c maximum 


x>0 


■+- 


y croît 


r>0 


— 


y décroît 


X== + oo 




y = -Hoo 


x = -^'*> 




y = — oc 



199. ReprésenUiaoB géométrMiwe de la foiictl<Mi. — La COUrbe 
est toujours symétrique par rapport à OY, car la fonction prend la 
même valeur pour x = — h et j:r:= + A, mais ce n'est plus une 
parabole, car le rapport 



NÎP 



i 



MH""y — c" 



■bx*' 



ax* 



• b 



il est donc variable avec x, 

!• a étant positif, suivant que c^O, c = 0, ou c<0, la courbe 
ne rencontre pas X'X, est tangente en (alors le minimum de y vaut 
zéro), ou sécante en A' et A, et présente les dispositions 21, 22 ou 
23. L'équation bicarrée n'a donc aucune racine réelle quand c>0; 
elle a deux racines nulles quand c = 0, et deux racines réelles 
égales et de signes contraires -h OA et — OA' quand c < 0. 
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VARUnON DES FONCTIONS. 80 

2® Si a est négatif, la courbe tourne sa concavité dans le sens de 






y p' ô p X 

Fig. 21. Fig. ». Fig. 23. 

OY' et présente les dispositions des figures 34, 25, 26, suivant que 
c>0, c = 0, c<0. 
Y Y 






t»8. 2« ca«. 5- < 0. — La dérivée peut alors s'annuler pour trois 
valeurs de x réelles et distinctes : 



x^ 
d'ailleurs 



'=^\r^a' '^»=®' -^'^^v-^ 



F 
2a 



y' = 4ar (jr — x^ [x — x^. 
Quand ar = arj ou x = x^y on a 

_ft« ft* _4ac---ft« 

Les variations de la fonction sont donc indiquées comme il suit 
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I. O>0 



.r< 









X = -+-00 



y décroît 

y croît 

y = c maximum 

y décroît 

4ac — fc' . 

= — î Bin. 

4a 

y croît 
^ = 4-00 



II. a<0 



00 



<-\/-l 
-\/-l 









2a 



y croît 
4ac— ft* 



-■ai. 



4a 
1/ décroît 
y = c minimum 
y croît 
4ac— fr* 



~ 4a 

y décroît 
y = —oo 



'■ax. 



tt9. BeprésentatloB fféraié trique. — 1« Quand a>0, la 
courbe symétrique par rapport à OY présente la disposition des 
figures 27, 28 ou 29, suivant qu on a 

fr' — 4ac>0, ** — 4ac = 0, fc« — 4ûc<0. 

Avec rhj-polhése b^ — 4ac> (fig. 27), c peut être posiUf, nui ou 

y 



M 




JK 




X' NON X T~K K X 

Fig. 28. Fig. 29. 



négatif, donc le point M peut être placé au-dessus du point 0, ou 
en 0, ou au-dessous en M^. 
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01 



Donc 

quand c > Téquation a 4 racines réelles et distinctes j ^ . / ^^, 

quand c = les deux racines OA et — OA' deviennent nulles 
quand c<0 Téqualion n'a plus que deux racines réelles -+-0B, — OB'. 

Avec riiypothèse fr' — 4 oc = (fig. 28), a étant > 0, le nombre c 
est nécessairement positif, Téquation a deux racines égales à -h ON 
et deux égales à — ON'. 

Enfin quand fr« — 4ac<0 (Vig, 29), a étant >0, on a c>0, 
réquation n*a aucune racine réelle. 

2" Quand a<0, les courbes sont renversées et disposées par 





Y 

K 



Fig. 31. 



m 

Fig. 32. 



rapport à OY' comme les précédentes par rapport à OY, suivant les 
figures 50, 31 et 52. 

tao. Remarque. — Usage des dérivées successives. 

Si on prend les dérivées successives de la fonction bicarrée 

y' =4eLc*-f-2frx = 4aa:f j:*-f-^j 
y" =12ax»-h2ft 

y'^=24a 
on voit !• que pour ^ = 0, y" = 26. 



Donc quand fr > la fonction admet un minimum pour x^==z{S 
quand fr < la fonction admet un maximum pour a: = 

minimum 
maximum 



quand fc = y"=0 «'" = y" =25aS^Î">S ""*" 
^ "^ ^ ^ (sia<0 max 



Digitized by 



Google 



Oâ COMPLÉMENTS D'ALGÈBRE 



2o Quand 5- < pour x* = — ^, if=z — ih 



donc si fc < pour x = ±ik/ — ^ on a un minimum 

— fc>-0 — — maximum 

On obtient ainsi très rapidement tous les résultats de la discussion 
précédente. 

ISl. Étude de la firaetlon rationnelle dv premier degré. — 

On appelle fraction rationnelle du premier degré une fraction algé- 
brique dont le dénominateur est un binôme du \^^ degré, le numé- 
rateur étant au plus du i^* degré, et pouvant se réduire à une 
constante. C'est donc une fonction de la forme 

avec la condition a'^Q 



^ — a'x+V 

(si a' était nul, on serait ramené à Tétude d'une fonction du l*' degré 
qui a été faite précédemment). 
La dérivée de cette fraction est 

, _ a(a'x + V) — a'(ax -^b) _ aV — ha' 
y — (a'x 4- h' Y "" {a'x -h h'Y 

La fonction est continue sauf pour la valeur x=: > qui annule 

le dénominateur. On doit donc faire varier .rde— 00 à — -7 — s 

et de 7-4-6 à -4-00 . 

a' 

D'ailleurs, si on divise les deux termes de la fraction par x^ cette 
fraction prend la forme 

b 

a -f-- 

X 

11 en résulte que quand x croit indéfiniment en valeur absolue, on a 

lim. y = -. 
^ a' 
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Le signe de la dérivée dépend uniquement du signe de son numé- 
rateur, puisque son dénominateur est toujours positif. On est donc 
conduit à distinguer, suivant que 

ab' — ba'>0, aV — ha' < 0, aV — W = 0. 

1* Si aV — fta';>0, la fonction est constamment croissante; 

2*» Si ab' — fca'<0, la fonction est constamment décroissante; 

3* Si aV — ha' = 0, la fonction, ayant sa dérivée nulle, reste 
constante. 

La suite des variations de y dans les deux premiers cas est résu- 
mée dans les deux tableaux suivants : 



L aV 


— ia'>0 


11. ab 


' — *a'<0 


X 


V' 


y 


X 


y' 


y 


X = — oo 




lim.y = J 


X = 00 




Hm.y-f, 


'<4' 


H- 


\j croît 


'<-l 




y décroît 


b' 
x = --,-e 


H- 


y==-+-oo 


b' 

x = --,_e 


-- 


y^^ — 00 


x = -\;, + t 


■4- 


y = — 00 




— 


«/ = 4-oo 


'>-l 


-h 


y croît 


— !-; 


-- 


y décroit 


jr=:-j-oo 




,. a 


x^^ 4-00 




,. a 
lim.y = -, 



Et, quel que soit un nombre donné N, positif ou négatif, autre 
que ->» la fraction passe une fois, et une fois seulement, par cette 

valeur numérique ; quant au nombre — ,♦ c'est la limite dont s ap- 
proche y quand x augmente indéfiniment en valeur absolue. 

ISt. BepréiMiitatloB ^éométplqae de la fonetlon. — Traçons 
deux axes rectangulaires X'OX, Y'OY, portons sur Taxe dest/ à partir 
du point et dans le sens indiqué par son signe une longueur égale 
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h -,f soit 01, et traçons par le point I la droite L'IL parallèle à X'X 

(fig. 53 et 34). 

Quand la valeur absolue de x croît indéHniment, soit dans le sens 
négatif, soit dans le sens positif, la courbe s'approche indéfiniment 
de cette droite L'L. C'est ce qu'on appelle une asymptote de la 
courbe. 

Portons aussi sur X'X à partir de et dans le sens indiqué par son 

signe une distance égale à >» sort OH, et par le point II traçons 

7/HZ parallèle à Y'Y; c'est une autre asymptote. 
Dans le 1" cas, celui où ab* — ba'^0. Tare de courbe AMB, 





T 


J> 


l 

.4. . . 


.. . k 


^•, 


I 


! ^ 




X' 



Y' 




zilc 


X 



Y Z|\C 




Fig. 33. 



Fig. 34. 



d'abord très voisin de IL', mais au-dessus de cette droite, s'élève 

constamment et indéfiniment quand x tend vers — — > la distance 

MK d'un point de celte courbe à la droite Z'Z tend vers zéro quand 
le point M s'éloigne indéfiniment de X'X. Puis il y a solution de con- 
tinuité, la fonction passant subitement de -f- oo à — oo , une autre 
brandie de courbe CD d'abord très voisine de l'asymptote Z'Z à droite 
de cette ligne et du cété des y négatifs s'élève constamment en s'ap- 
prochanl indéfiniment de l'asymptote IL quand x croît indéfiniment 

Dans le 2^ cas, ab* — ba' étant négatif, la courbe a la disposition 
de la figure (oi) : la première branche AMB ayant toujours pour 
asymptotes les droites L'L et Z'Z, mais située au-dessous de IL' et 
descendant constamment et indéfiniment de manière que la distance 
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MK tende vers zéro quand x tend vers . ;. la deuxième branche 

CD à droite de Fasymptote Z'Z et au-dessus de I asymptote ID. 
Dans Tun et Tautre cas cette courbe est une hyperbole. 

La fonction devient nulle pour la valeur x = » représentée sur 

chaque figure par la distance OE. 

Si on suppose -7 = 01 positif comme dans les figures 55 et 54, 

le nombre est supérieur ou inférieur à ; suivant que 

nb' — ba' est positif ou négatif. 

ISS. 5« cas, où ab' — ba' = 0. 
L'équation 

ax-^-b 

y — a'x-^V 

peut s'écrire sous forme entière 

[1 ] (a'.r -j- b')y ^ (a:c -j- fe) = 0. 

Or par hypotlièse a' n'est pas nul ; si b' n'est pas nul non plus, 
Tégalité 

ab'--ba' = (S 
peut s'écrire 

a b 
a' b' 
d'où 

a — ma\ b = mb'; 

réquation entre la variable x et la fonction y devient donc 

(a'x -h b')y — m[a'x -f- i') ^ 
ou 

[a»x^b')(y — m) = Q 

qui se décompose en deux équations 

b' 

a'jr -+- 1' = ou x=z > 

a 

M — m = ou ii-zm=z^ 

■' ' a 
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La première est représentée par la droite Z'Z ; pour chacun de ses 

points on a en elTet x = ^ quelle que soit la valeur de y. La 

seconde est représentée par la droite L'L; la 
fonction y devient en effet constante et égale à 

-7 ou 01 quel que soit x (fig. 35). 

Chacune des hyperboles précédentes se 
X réduit à ses asymptotes. 

Enfin si h' =0, comme a' n'est pas nul, il 
faut que fc = 0. 
L*équation [1] se réduit à 

a'xy — ax = ou x{a*y — a) = 



T 


jz 




1'. 


i._._i_ 


—J'. 


X' 


!H 


X 


r 


'z' 





Fig. 35. 

qui donne 



x= représentée par la droite 






y/y 
L'L 



iS4. Étode d'une fimetloii rationnelle du denzIéuM degré. 
iVoiions théoriqves. — Une fraction rationnelle du deuuème -degré 
est de la forme suivante : 



ax* 



■bx- 



a'x^ 



■b'X' 



U 
\ 



les polynômes U et V étant du 2« degré au plus, et l'un d'eux au 
moins étant du 2<^ degré. 

Pour étudier une pareille fraction, il est bon de chercher d*abord 
les racines du numérateur et du dénominateur, ce qui montre pour 
quelles valeurs de x la fraction devient nulle ou infinie. Gela permet 
en outre de reconnaître si la fraction est irréductible. 

On sait que, si les deux équations 

ax*-^bx-hc = 0, a'x* -hb'x-\-c' = 

ont une seule racine commune a, cette racine est réelle, et l'équation 
donnée peut alors ^tre écrite ainsi : 
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Elle se décompose dans les deux équations 



X — a = et i/= // û/v 

La fonction y se réduit donc à une fraction rationnelle du !«' degré. 

Si les deux équations ont deux racines communes a et p, réelles 
ou imaginaires conjuguées, la fraction donnée peut encore se réduire. 
Dans ce cas, on a 

ou (x — a)(:r — p)(a'î/ — a) = 



a 



,._a(^- 


-*)(^- 


-P) 


» a'(x- 


-a)(x- 


-w 


c'est-à-dire 








X — a: 


= 0, 



^•-P = et y=:-, 

La fonction y se réduit alors à une constante. 
Supposons la fraction donnée irréductible et prenons-en la dérivée 

, _ (2flj: -h h) [alx^ -f- h'x -h cQ — (2a^.g -h h')[ax^ -h ^x H- c) 

ou 

^ _ [aV _ ^a^)j:i ^ 2(0^/ _ gg/)^ 4- (^^^ _ M) _ Z 

On voit que cette dérivée a pour numérateur un polynôme du 
2' degré au plus et pour dénominateur le carré du dénominateur de 
la fraction donnée. Le signe de if est donc le même que celui de Z, 
pourvu que les polynômes Z et V n'aient aucun facteur commun. 

Ceci conduit à distinguer trois cas, d'après la nature des racines 
du trinôme Z. En posant 

ah' — ha! = k, ac' — ca' = B, bc' — cb' = C, 

ces racines sont imaginaires, réelles et égales, ou réelles et inégales, 
suivant que l'on a B* — AC < 0, B« — AC = 0, B* — AC > 0. 

Lemme. — Quand B* — AC ne$t pas nuly les polynômes 1 el\ 
nont de facteur commun que si le polynôme V est un carré parfait. 

Soient en effet les deux équations 

Z = ou .ir«-4-î2Rr-i-C = 
et 

V = ou aV-Hfr'x-4-c' = 

LAVHAT. — COM?l.. d'aLU. 7 
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La condition pour qu'elles aient une racine commune est 

(X& — Ca')« -h iXb' — 2Da') {Œ — 2Bc') = 
ou 

( Ac' 4- Ca')« — 4ACa V -h AC^'» — 2BCa'i^' — 2ABfr V -f- 48 Vc' = 

ou, en ajoutant et retranchant B'fc'*, 

(Ac' -4- Ca')« -4- B»fc'« — 2BCa'ft' — 2ABftV -h XCb'* — B*(6'* — 4aV) 
— 4ACaV = 
ou 

(Ac' -i- CaJ -h B'6'« — 2Bft'(Ca' 4- Ac') -f- AC(6'« — 4fl'c') 
— B»(ft'* — 4a'c')==0 
ou 

( Ac' -h Ca')» -h B«6'« — 2B*'(Ca' + Ac') -4- (AC — B*) (ft'« — 4a'c') = 

ou enfîn 

( Ac' H- Ca' — Wy — (B« — AC) (ft'» — 4a'c') = 

f A =: ab' — ba' ( Ac' .= abY — ba'& 

Or I C = bc' — cb' donc | Ca' = bcW — cfc'a' 

( B = ac' — ca' ( — B^^' = ca'b' — Me' 

ï)ar suite 

Ac'4-Ca' — Bfr' = 0. 

\a\ condition se réduit donc à 

(B« — AC)(fr'«— 4a'c') = 0. 

Donc Si B* — AC n'est pas nul, Z et V n'ont de racine commune 
que si fr'* — 4a'c' = 0, c'est-à-dire si l'équation V = a une racine 
double, c'est-à-dire que V est de la forme q!(x — or')'. Cela posé, exa- 
minons successivement les trois cas indiqués. 

1^"^ ca%. B* — AC <C 0. — Les racines du trinôme Z sont imaginaires, 
donc ce trinôme reste constamment de même signe que A. D'ailleui*s, 

d'après le lemmé la fraction rrj est irréductible. Donc y' conserve aussi 

constamment le signe de A sans s'annuler. 

Donc !• si A > ou ab* — ba! > 0, la dérivée y' restant constam- 
ment positive, la fonction y est constamment croissante. 
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2<» Si A<0 OU aV — fta'<0, la dérivée y' reste constamment 
négative, donc la fonction y est constamment décroissante. 

On ne peut pas avoir A = 0, car alors B* — AC se réduirait à B* et 
serait par conséquent positif. 

Donc, quand B' — AG<CO, la fonction y na ni maximum ni 
minimum, 

2" cas. B* — AC = 0. — Le trinôme Z ayant alors une racine 
double ne change pas de signe en passant par zéro. 

Si on remplace les lettres A, B, C par leurs valeui^ respectives, la 
condition B* — AC = devient 

{ac' — cay — (ab' — ba') (b<f — cb') = 0. 

C'est la condition pour que les deux équations ao;' -j- 6^ -f- c = 
et aV 4- t'a: + c' = aient une racine commune. La fraction 
donnée peut donc se réduire et s'abaisser au 1^' degré et nous savons 
qu'elle n a alors ni maximum ni minimum. 

3< CAS. B* — AC> 0. — Le trinôme Z a deux racines réelles et 
inégales. La dérivée y' peut alors changer de signe, et la fonction y 
peut être tantôt croissante, tantôt décroissante. 

C'est le seul cas où la fonction donnée poise soit par un maximum, 
soit par un minimum. 

Il faudra distinguer suivant que le dénominateur de y peut ou ne 
peut pas s'annuler, puisque suivant ces conditions la fraction devient 
infinie et discontinue, ou bien reste finie et continue. 

La discussion théorique complète étant un peu longue, nous nous 
bornerons à étudier sur des exemples numériques les diiîérentes par- 
ticularités que peut présenter la fonction. 

iSS. Remarque. — Calcul de la valeur du maximum ou du 
minimum. — Quand on a trouvé une valeur x^ de la variable x 
pour laquelle la dérivée y' s'annule et change de signe, la valeur ï/i 
du maximum ou du minimum correspondant s'obtiendrait en substi- 
tuant le nombre x^ \x x dans l'expression de y; on peut abréger ce 
calcul de la manière suivante : 

L'équation entre y et x peut s'écrire sous la forme 

(a'x* -+- i'x -h c') j/ — {ax^ 4- 1^ + c) =: 0. 

Prenons la dérivée du premier membre; en considérant y comme une 
fonction de x^ cette dérivée doit être nulle, donc 

[ia'x -h b') y + (a V -h Vx + c') y' — (âoa: -h *) = 



Digitized by 



Google 



100 COMPLÉMENTS D ALGÈBRE, 

or Xp substitué â x, annule y\ donc il reste 

(2a'arj -4- b') y, — (âox^ -f- fr) = 
d'où 

2aa:| -4- h 



pourvu toutefois que ^a'x^ -f- V ne soit pas nul. 

ISS. Exemple I. — Frsetlon ratlomielle dlseontimne el con- 
eroisMuite. — Soit la fraction 





8x«— 6x-f-l 






y — 


12j:« — 4a: 






Si on résout les équations 








[ 8a:' — 6x4-1=^0 


on trouve 


i 


^A 


(l2a;^ — ^^ = 


— 


a' = 


^'A 



elles n*ont aucune racine commune, la fraction est donc irréductible ; 
elle devient nulle pour a: = | et a: = | et infinie pour a? = et .r = a. 
On doit donc Tétudier dans les trois intervalles suivants : 



i« de — 00 à — i 

1 
3 



2« de -+-6 à s — e 



1 

3« deç-f-6 à -+-«» 

Prenons la dérivée 

,_ 4(i6a: — 6)(5a:« — a:)~4(6x— l)(&r« — 6a:4-i) 
^ "~ i6a:*(3a:— 1)* 

ce qui se réduit à 

,__ 10a:' — 6a:+l 

y ~ 4x»(3x— 1)« 

Le numérateur de y' a ses racines imaginaires (c'est le premier 
cas indiqué, celui où B* — AC<;0): ce numérateur est donc con- 
stamment positif; il en est de même de jfy donc la fonction y est 
constamment croissante. 
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iOl 



D*ailleurs, en divisant les deux termes par ^*, la fonction prend la 
forme 

X xr 



i2-i 

X 



On voit ainsi que, quand x croît indéfiniment en valeur absolue, 

8 2 
limite de y = j^ = i^ 

Enfin on suit les changements de signe de la fraction en ti^ansfor- 
mant ses deux termes en produits et en récrivant sous la forme 






i2x 



Les variations de la fraction donnée sont résumées dans les 
tableaux suivants, qui correspondent aux trois intervalles où elle 
reste continue : 



1" IRTERVALLR 


2° IlfTERVALLE 


Z^ INTERVALLE 


X 


y' 


y 


X 


y; 


y 


X 


y' 


y 


X = — 00 




1- 2 


x=-i-t 


y=-^ 


-k- 




y=L-^x> 


ar<0 

X = — fi 


-H 


y croît 


0<x<\ 


-h 


i/<Ocroll 


i<'<^ 


+ 


i/<Oeroîl 








i 


-h 


y^O 


1 

^=2 


■+- 


y=o 








\<^4 


-h 


i/>Ocroh 


^>| 


-h 


y>Ocroit 








i 

X=t: — £ 
O 




y =-+-00 


x=-h<x> 




'-=i 



Représentation graphique. — La courbe qui représente la fonction 
(fig. 56) se compose des trois branches AB, CGD, EKF, qui ont pour 
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asymptotes les trois droites : I/L parallèle à X'X à la distance 01 = ^» 

Taxe Y'OY et sa parallèle Z'Z menée à la distance 0H=:-» les deux 

arcs CD et EF coupant X'X 
aux points G et K dont 
les abscisses sont égales 

Remarque. — Si on se re- 
porte à Texpression géné- 
rale de la dérivée (IS4), 
on voit qu*en changeant 
seulement les signes de 
b et b\ c'est-à-dire des 
coefficients de x dans 
chacun des termes de y^ 
le coefficient de x* au 
numérateur de y\ c'est- 
FiK. 3(». à-dire ab' — ba\ change 

de signe ainsi que le 
terme constant; par suite la nouvelle fonction 

8j:'-|-6x-hl 




y- 



12x*-hi^ 



est constamment décroissante: on Tétudierait absolument comme la 
précédente. 

IS9. Exemple II. — Fraction réductible. — Soit la fraction 



^ 2 x' — bx-j^ 5 
Si on prend immédiatement la dérivée, on a 

, _ (Or— \) (2.r« — 5x-|- 5) ^ (ix — b) (^x' — ^x-^ 1) 

_ — Ix'-^Ux — l _ __ 7(j— 1)« 
~" i^jM — 5^-+-3)« "" (2x* — 5x-h5)* 

On voit que, le numérateur de y' ne changeant pas de signe, la 
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dérivée reste constamment négative. Mais, comme le numérateur est 
un carré, c'est le cas où B* — AC = et la fonction donnée peut se 
réduire. 

Si on égale à zéro chacun des termes de y, le numérateur a pour 

racines = et 1, et les racines du dénominateur sont 1 et ^• 
o 2 

La fonction peut donc être écrite sous la forme 

K-î)(— ) ±zî) 

'=.(.,-,) (.-0=.(,-l) 

en divisant ses deux termes par le facteur commun x — J . 
L'équation entre y et x étant rendue entière est 

2(x-l)(x-^)j,-5(x-|)(x-l) = 

1»U 

(.r-l)[2j/(x-|)-5(x-J)] = 0; 

elle se décompose en deux équations : 

i» X — 1=0 ou x=\; 

2. 2,(x-|)-5(x-^) = ou y--^- 

On est ainsi ramené à étudier la fraction rationnelle du premier 
degré 

'•(•""s) 3x-l 



(-1) 



"ix- 



qui devient infinie et discontinue pour x == [^ et nulle pour .r = ^- 
La dérivée de cette dernière fraction est 

, r)(ir— 5) — 2(rKr-~1) ^ —7 
^ ~" (Î2.r — 3)» "" (!2x — 5)*' 
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C'est à quoi se réduit la première expression de la dérivée quand 
on en divise les deux termes par (x — 1)'. Ceci montre Futilité de 
commencer par simplifier autant que possible la fraction donnée. 

La fonction y constamment décroissante est continue dans les 
deux intervalles suivants : 





1» 




X 


y' 


y 






^ 


00 




limite y = ^ 


'<l 


— 


y>0 et décroît. 


i 

^ = 3 


— 


y = o 


1<^<1 


— 


i/<Oetdécroîi. 


5 




y = — 00 





2" 




X 


y' 


y 


x = -{-<x 


— 


y = ^oo 
y décroît. * 
limite y = ^ 



Y' 



M 



M' 



Z! 



La fonction?/ est donc 
représentée par les deux 
branches d'hyperbole 
AEB, CD, qui ont pour 
asymptotes la droite L'L 

1 .TITT parallèle à X'X et la 

droite Z'Z parallèle à OY 
(fig. 57). 

11 faut adjoindre à 
cette courbe la droite 
M'M dont tous les points 
satisfont à Téquation 
a: = 1 , qui est comprise 
dans réquation donnée. 
Poura:=l onay= — 2, 
cette droite M'M coupe 
donc rhyperbole en un 
point P. 

^3^— ^^quinediflfere 




BJZ' 
Fig. 37. 



3t« 



Remarque. — Si on prend la fraction -J-- 

2t^ 



Digitized by 



Google 



VARIATION DES FONCTIONS. 



105 



de la précédente que par les signes des coefficients de a:, les deux 
termes sont divisibles par a:+ 1 et la fraction simplifiée se réduit à 

rr 5> qui est constamment croissante. 

IM. .Exemple III. — Fraction dlseontinae mjmnt on maxlmiuii 
et u minimmii. — Soit la fraction 



_ .r« — 2a:+3 

Le numérateur ne s annule pour aucune valeur réelle de x et le 
dénominateur devient nul et change de signe pour xz= — 3eta: = i; 
la fraction devient alors infinie. Et quand x croit indéfiniment en 
valeur absolue, la fraction tend vers 1 . 

Les intervalles où la fonction reste continue sont donc 



1» de — 00 à —5: 2« de — 3 à 1; 
Cherchons maintenant la dérivée 



3<> de 1 à -4- 00 . 



^ 2(.r — i)(a:»-h23: — 3) — 2(3: + l)(j?»— 2a:-|-3) 
^^ (x^^ix — Zy 

_ Ax{x — Z) 
'"(x«H-2x— 3)*' 

Cette dérivée change de signe et s*annule pour x=^Oeix = o. 
De là résultent pour la fonction les variations suivantes : 



7»o 



1 







X 


y' 


y 


X= — oo 




\im.y = i 


a:<— 3 


-+■ 


y croît. 


X=—^ — z 




y=+oo 





20 


X 


y' 


y 


x^= — 3-1-6 

— 3<a;<0 


-f- 


y=—oo 
y croît. 


x=0 





y=—imi. 


0<x<l 

X=\ E 


— 


y décroît. 



4<a:<3 
x = Z 

x=-^<x> 



y = -hoc 
y décroît. 
1 . 

y croit, 
îim.t^^i 



Dans le 4«' et le 5« intervalles la fonction y reste positive, dans 
le 2« intervalle elle est négative. 
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Représentation géométrique. — A ces trois inlenalles correspondent 
les trois branches de courbe AB, CND, EMF, qui onf pour asymptotes 

les trois droites L'IL paral- 
lèle à X'X à la distance 01 = i , 
Z'HZetV'KVparallèlesàY'Y, 
Tune à la distance OH = — 5, 
Tautre à la dislance OK = 1 . 
Le maximum est représenté 
par ON — i, et le minimum 
par PM = \ correspondant 
à x=0? = ^ (Cig. 38). En 
ces points H et N la tangente 
est parallèle à X'X. 

La branche de courbe EMF 
coupe Tasymptote L'L au 
point G, qui s*obtient en 
cherchant pour quelle valeur 
de X la.fraction devient égale à 
1; cette valeur est:ri= J=OJ. 

2a; -I- 3 

présente une discus- 




Uemarque. — La fraction y = 



sion analogue : elle ne diffère de la précédente que par le changement 
de X en — x; le minimum correspond donc à x^= — 3 et le maxi- 
mum k x=0. 



iS9. Exemple IV. — Fraction dlacontlnoe mjmmt aenlemeiit iiii 

— Étudions la fraction 

2x^ — .r—\ 



y = 



9 r' _ . 



Cette fraction devient nulle pour 
x = — - et x=\ 
et devient infinie pour 



2 



ot 



; = 2 



(x + |)(x-2) 



lille change de signe en passant soit par zéro, soit par Tinfini, ot, 
quand x augmente indéfiniment en valeur absolue, elle tend vers I. 
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Prenons la dérivée 



,_ (4jr-^l)(2.r*-^.r— 6) — (4j— i)(2j:^— .r— i)_ — .5(4^ — 1) 



(2 a* — X — 6)* 



'(2x*—x—i}y 



Dans le numérateur de y' le coefficient de jr' s*est réduit à zéro; 
on sait que dans ce cas l'une des racines devient infinie. 

La dérivée, positive tant que x < i» devient négative quand 
a; > {; la fonction passe donc par un maximum pour x = \, mais le 
minimum disparait et devient la limite vers laquelle tend la frac^ 
tion quand la variable x augmente indéfiniment dans le sens positif 
ou négatif. Les intervalles où la fonction reste continue sont 



1<» de — » à 



2» de — ^' à 2; 



.V de 2 à := 3c 



!• 



oc 

/ <- 



"9 



.r=: — :7 




2_e 



y 



lim.î/r^ 1 
y croit. 



9o 



I 

-g<x< 
i 

t = 2 — £ 



+ 



y = — 00 

y <0 croît 

»/>Ocroîl 
9 

y>Odécroîi 

//<!0(lécroli 



r = - 



.r=r2-+-e 
r>2 



// décroît 
lim. y= 1 



Représe.ntatiox géométrique. — La fonction est représentée par les 
tixiis branches de courbe AB, CMD, EF, qui ont pour asymptotes les 
droites L'IL, Z'HZ, V'KV. La branche CMD coupe X'X aux points P et Q, 
tels que OP = — f OQ = 1 (ûg. 59). 
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Rbvarque. — Si on étudie la fractions-; — ;;» elle présente 

un minimum correspon- 
dant à x = ^ et c'est le 

maximum qui corres- 
pond à une valeur infinie 
de X. 

i40. Exemple Y. — 
Fraettoa mjwkmt «n 

IMurffAlt. Maximiim !■- 
llBl et miiilmuB 

— Soit 

2x^ — x 




y- 



'3(ar — i)« 



Le dénominateur ayant 

ses racines égales, les 

deux asymptotes sont confondues en une seule, la fonction ne change 

pas de signe en passant par l'infini, elle est continue dans les deux 

intervalles : 

io De — 00 à i; S^de l-ho© . 

Elle s'annule pour a: = et ^ == j, et tend vers | quand la valeur 
absolue de x augmente indéfiniment. 
Prenons la dérivée 



^_ 5(4j:— i)(x— 1)« — 6(.r— i)(23:— i).r 

y— d(x—iy 

_ {AT—{){x — \) — %x(ix~i) 

^ 3{a:— 1)*"" ô(x — \y 

La dérivée change de signe en passant par zéro quand x devient 
égal à I et aussi en passant par l'infini quand x devient égal ù i . 



Digitized by 



Google 



VARIATION DES FONCTIONS. 



100 



i^ I!«TERVALLE 



X 


y 


y 


ar = — oo 


2 
limite y = f 




x<0 


— 


y décroît 


x = 


— 


y = 


0<x<i 


— 


y<o 


^ 

^=5 





y=-j^m«m«m 


1<^<1 


-4- 


y croit 


i 
^=2 


-h 


»=o 


|<x<l 


-h 


y croît 


X=l~t 


-h 


y = -hoo 



2^ INTERVALLE 



X 


y' 


ar>l 



y = + oo 
y décroit 
limite y = 



La fonction a seulement un minimum fmi, mais quand x atteint 
et dépasse la valeur 1, la déri- 
vée passe du positif au néga- y 
tîf, la fonction de croissante 
devient décroissante, on peut 
dire qu'elle passe par un 
maximum ; mais ce maximum 
est infmi. 

REPRÉSENTATIOIt GRAPHIQUE. — 

La fonction est représentée par 
les deux branches de courbe 
ANB et CD, qui ont pour asym- 
ptotes les droites L'L parallèle 
à X'X à la distance 01 = |, et HZ 
parallèle à OY à la distance 1 ; 
celle-ci est une asymptote double, les deux branches NB et DC s'en 
rapprochent simultanément en s'élevant lune et l'autre indéfiniment 

dans le sens des y positifs. 

X — 1 




Fig. 40. 



Remarque. — La fraction y = 



présente une discussion ana- 
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logue, seulement c'est le maximum qui est fini (il vaut 
pond à x=2); et quand x passe par zéro, la fraction cesse de dé- 
croître pour croître, le minimum par lequel elle passe est infini et 
négatir. Le lecteur tracera la courbe facilement. 

141. Exemple VI. — Fraction ayant scolcsineat an nazlmaon 
iallnl. — Bénomtnatear carré parlait. — Soit 



y 



g.r^ — Ax -I- 5 



Cette fonction ne s annule pas, reste toujours positive et devient 
infinie sans changer de signe pourâ:=i. Elle tend vers | quand la 
valeur absolue de x croît indéfiniment. — Prenons la dérivée 

, _ 12(0:— i)» — 6(a:— i) (2.r» — 4j:-f. 3) 



_ i{x — iy 



-2(2:r* — 4X-4-5) 



— 2 



^x—i)^ 



'Z{x—i)^ 



On voit que quand x croît de — oo à 1 la dérivée est positive, la 
fraction y croît donc de f à -f-oo ; et quand x croît de 1 à -+-oe , y' 
devenant négative, y décroît de -l-oo à |. 

Représentation graphique. — La courbe se compose des deux 

branches AB, CD (i\g. 4!) qui 
ont pour asymptotes L'L et HZ, 
celle-ci est une asymptote 
double. Les valeurs de x qui 
annulent la dérivée sont infi- 
nies, on peut donc dire que 

i ZlTlr::!:^ le minimum de la fonction 

est remplacé par la valeur 

— ^ limite | vers laquelle tend y 

quand x croît indéfiniment. 

i4t. Exemple VII. — Frac- 
tion donc le dénomlDatenr est du premier de^ré, maximum et 
mlnlmam. — Dans les exemples précédents, le dénominateur est 
du 2« degré, le numérateur peut s'abaisser au premier degi^é et 
même au degré zéro. Étudions maintenant une fraction dont le déno- 
minateur est seulement du premier degré, mais le numérateur du 
second degré (sinon on rentrerait dans le cas d'une fraction ration- 
nelle du 1" degré n*» i3i). 




n 

41. 
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Soit 



y=- 



1 



Cette fraction devient infinie et discontinue pour une seule valeur 
de Xy x=^, et sa valeur absolue croît indéfiniment en même temps 
que celle de x. — La dérivée 

,2^(3? — i)— a:> — 5_3:^ — 2x — 5_(.rH-i)(x~~5) 



(x-iy 



{;r — 1)« 



(x—i)^ 



elle s*annule et change de signe poura:= — leta:=:3. La fonction 
présente les deux intei*valles suivants : 




— oo 
x<—\ 

X=z—\ 

— i<:t<l 
X= 1 6 



y croit 

y = — 2 maxiDam 

y décroît 



2<î INTERVALLE 



x = i-\-e 
1<j:<3 
x = Z 
x>'5 



y 



t/=:4-00 

y décroît 
y = 6 minimum 
y croît 
y = -|-oo 



Représentation graphique. — On facilite le tracé de la courbe en 
transformant la fraction : si on 
effectue la division indiquée, le 
quotient de a:* -h 3 par x — i 
est a: -h 1 et le reste 4 ; on peut 
donc écrire y de la manière sui- 
vante : 

4 
y:=x-\-i -4- 



1 



et en posant 

y^ = x-hi et 2- 

il en résulte 

y = y,-{-Z. 



: — i 




La fonction yi = x -h \ est 
représentée par la droite L'L, 
comme nous Tavons expliqué 
(n« fi*), droite qui coupe OX' au point E, tel que OE = — 1, el 
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coupe OY au point F, tel que OF = 1 ; cette droite est une asymptote, 
car la quantité 2, négative ou positive suivant que 2: <C i ou a:>>l, 
tend vers zéro quand la valeur absolue de x augmente indéfiniment. 
L'autre asymptote est Z'Z. 

La courbe est une hyperbole (fig. 42) dont les deux branches sont 
AMB et CND. 

i4t. Exemple YUI. — Fractioa doat le déaomlDAtear est du 
premier degré et qui ae présente d1 mAxlmain wA ndalmmn. — 

Une fraction de la forme précédente n*a ni maximum ni minimum 
si les racines de sa dérivée sont imaginaires. 

;r« — 2 

y= 



So 
dont la dérivée est 



1 



2^(jr — 1) — a:»-4-2 __ j:» — 2x4- 2 



(x-\)^ 



(x-if 



le numérateur ayant ses racines imaginaires reste constamment 
positif ainsi que le dénominateur, donc la fraction y est constam- 
ment croissante. 



X croissant de — oo 
X croissant de 1 

REPRÉSENTATIOrV GRAPHIQUE. 



/.D 




i , y croît de — 00 à -t- oc . 

- 3c , y croît encore de — 00 à -f- 00 . 

En effectuant la division, on ramène la 
fraction à la forme 

X — i 



qui montre que les droites L'L 
et Z'Z sont encore asymptotes de 
la courbe, mais les deux bran- 
ches de celle-ci sont situées dans 
les angles L'IZ et Z'IL. C'est encore 
une hyperbole. Pour la détermi- 
ner avec précision, on en cons- 
truit plusieurs points, tels que G 
et K, où la courbe coupe X'X; on 
a alors y = 0, donc 0G= — \/5 
et 0K = -f-\/2. Le point P où la 
courbe coupe OY s'obtient en faisant a:=0, ce qui donne y =2 (fig. 43). 
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144. Exemple IX. — Fonetioa Unie et coDtlaae pour tonle 
iralevr de X et présentant un mnxlnmm et an mlninram. — r 

Soit 



y=- 



\ 



Quand les racines du dénominateur sont imaginaires comme dans 
l'exemple actuel, la fraction reste finie pour toute valeur de x; dans 
cet exemple le numérateur ne s*annule pas non plus, la fraction reste 
constamment positive, et tend vers 1 quand la valeur absolue de x 
croît indéfiniment. 

La dérivée 



y' = 



(2.rH-5)(x«-hl) — 2.r(a:'-f-53:-4-5)_ — 5^:' — 8jr-4-5 



(x'-f-l)» 



[x^ + if 



elle s'annule pour 



x = — 3 et x = ^y 

Ù 



y 






I.«8 variations de la fonction sont donc comprises dans le tableau 
unique qui suit : 



X 


y' 


y 


X = 00 

a;< — 3 
x = -Z 





limy = l 
y décroît 

1 . . 

y = -^minimum 


— 5<x<^ 


X 


y croît 


1 





!/ = 5 -h ^ maximum 


^>l 


— 


y décroît 


X='h^ 




limy= 1 



Rbprésentàtio!; graphique. — La fonction est représentée par Tare 
de courbe unique ÂNMB, ayant pour asymptote L'L; aux points N 



LAUXAY. — COMPI.. D Al.G. 
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et M, la tangente est parallèle à X'X (fig. 44). La courbe coupe son 

asymptote au point 
E, dont Tabscisse est 

— =. et l'axe OY au 

point F. dont Tordon- 
née vaut 5. 

145. Exemple X. — 
FoDctIoB Haie et 
coatiDiie quel q«c 
•oit .r. — La fonc- 
tion y = , ^^ conduit à une discussion analogue, puisqu'elle 
.r* .r -H 1 j^^gj^ ^j^l^ p^^ l^^y^g valeur de x ; 

seulement elle passe d'abord par 
un maximum, puis par un mini- 
mum; la dérivée est 





2/' = 



3(x'-r 



(x« — x-4-1)* 



La fonction s'annulepoura;=0, 
et elle tend vers zéro quand la 
valeur absolue de x croit indéfi- 
niment; l'axe X'X est donc l'asymptote. 
Les variations se succèdent ainsi : 



X 


y' 


y 


X = 00 

X<-1 




\\my = 
y croît 


-l<x<i 




-I- 




y = \ maximum 

y décroît 

y = — 5 minimum 


.r>l 


+ 


y croît 
lim y = 



Elles sont représentées par la figure 45. 

i4ll« Exemple XL — ■■ FoDetloD constaminent finie, n'ayant qu*ii 
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Soit 



nx(a — x) 
F* — ax-^a 



Cette fonction reste encore finie et continue pour toute valeur 
finie de x, elle s*annule pour x = et :r = a, et a pour limite — a 
quand la valeur absolue de x croît indéfiniment, la lettre a dési- 
gnant une longueur positive. 

La dérivée est 

, (— 2ax -h g») {x^ — ax-h g') — a{2x — a) {a— x)x 

^ "" (x' — ax -f- a*)* 



ou 



y'-- 



' (x^ — ax-h a')* 



Cette dérivée ne s*annule et 
ne change de signe que pour r: 

o: = rw on a donc les variations 
z 

de grandeur et de signes sui- 
vantes, représentées (fig. 46) par la courbe AMB 




X 


y' 


y 


x= — 00 




lim y = — a 


x<0 


-f- 


y <0 croît 


x=^0 


-H 


i/ = 


o<^<5 


+ 


^ > croît 


a 





a 
j/ = - maximum 


x = a 


— 


y >0 décroît 

y = ^ 


x<a 


— 


2/ <0 décroît 


x = H-oo 




lim 1/ = — a 



■41. EXEMPLE XII. — Une fraction de la forme y. 



ax (x — a) 
:» — ax -h a^ 



égale et de signe contraire à la précédente, présente au contraire 
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seulement un minimum égal 
à — » et correspondant à 

B^ ;r = ^« et donne une courbe 

y symétrique de la précédente 
par rapport à X'X (fig, 47), 

148. Étude de Ia fouc- 
UoB entière du troisième de^ré, — Cette fonction 

y z= ax^ H- bx^ -i-cx-hd 

reste finie et continue pour toute valeur fmie de x. Nous suppose* 
rons o>>0. Si on écrit la fonction sous la forme 




,/ b c d\ 



on voit que pour x=: — oo on a y=: — ooXa = — », 
et pour x = -h<x) y=^^oo. 

Les dérivées successives sont : 

y' ;= Sûur* H- 26x H- c, 

^" = 6ar-h2^ = 6a^^4-^)» ï/'" = 6a. 

En égalant à zéro la dérivée première, on est conduit à distinguer 
trois cas. 

I. b^ — Zac > 0. La dérivée i/' a deux racines réelles et iné- 
gales x' <C •^■" et peut s'écrire 

y'z=^a(x-^x')(x — x"). 
Le tableau des variations de la fonction est donc le suivant : 



.r 


y' 


y 


.C = 30 




y = — ^ 


a!<x' 


-4- 


y croît 


x = x' 





y maximum 


x'<.t<x" 


— 


y décroit 


x^x" 





y minimum 


x>x" 


-f- 


y croît 


X :-- + 00 




y = -h^ 
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La courbe présente la disposition AMNB (fig. 48). 

Si le maximum et le minimum de y sont de signes différents, la 
courbe coupe X'X en trois points 
C, D, E. C'est dire que Féquation 
ax*-hbx*-^-cx-hd = a trois 
racines réelles et inégales, puis- 
que la fonction y devient nulle 
pour trois valeurs distinctes de 
la variable. 

Si le maximum ou le mini- 
mum a pour valeur zéro, la 
courbe est tangente à X'X, elle 
a la disposition A'M'N'B' ; alors 

Téquation du 3* degré a une racine simple représentée par x= 
et une racine double a: = ON'. 

Enfîn, si les valeurs du maximum et du minimum de y sont de même 
signe, la courbe, telle que A"M"N"B", ne rencontre X'X qu en un point 
C", Téquation du 3" degré a une seule racine réelle x= — OC" et 
deux racines imaginaires. 

II. b^ — Zac = 0. La dérivée première y' a deux racines égales 




Fig. 4», 



OC 



=— Cette racine est commune à la dérivée seconde. 
ôa 



chacune à 

Alors y' étant de la forme 

y' = Za{x — xy 

ne cbange pas de signe en passant par zéro, la fonction n a donc ni 
maximum ni minimum. Seulement au point I correspondant à x=x' 
la tangente est parallèle à X'X, et comme la fonction continue de 
croître, la courbe traverse cette tangente ; ce point 
est ce qu'on appelle un point d* inflexion (fig. 49). 
On verra plus loin que cette particularité géomé- 
trique du point dont labscisse est x^ est indiquée 
par la condition algébrique que la dérivée seconde 
s*annule pour x = x\ La dérivée troisième, qui 
est constante et égale à 6a, est positive par hypo- 
thèse ; on a vu précédemment qu'il doit en être 
ainsi, puisque la fonction ne cesse pas de croître 
quand y* passe par zéro (n*» ii«). 

L'équation du 3« degré ne peut avoir alors qu'une seule racine 
réelle, ou bien ses trois racines sont égales à x' quand cette racine 
est commune à y, y' et y" (fig. 50). 




Fig. 49. 
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5r 



r 



111. i* — 3 flc < 0. La dérivée ayant ses racines imaginaires ne 

devient jamais nulle, la courbe 
* n'a aucun point où la tangente 
soit parallèle à X'X. Mais elle a 
toujours un point d'inflexion I 
où la courbe traverse sa tan- 
X gente T'T (l'abscisse OP de ce 
point est la valeur de x qui an- 
nule y"). L'équation du 5« de- 
gré n'a alors jamais qu'une seule racine réelle (fig. 51). 

149. Étude d*une fraetlon algébrlanc d*iin ordre pins élevé. 

— Soit la fraction 



a/Iy, 




Fig. 50. 



'A 
FiK. 51. 



Cette fonction s'annule et change de signe pour a: = l, elle devient 
infinie sans changer de signe pour j-^O, et croît indéfiniment en 
valeur absolue en môme temps que x. 

Prenons la dérivée 



î/-- 



5(.r— i)*;r' — Sj-.t— IK- f.r — 1 )* (.r -h 2) 



.r» X' 

On étudie la fonction dans les deux intervalles suivants 



i" 


INTEnVAHE 


2^ 


LNTERVALLE 


X 


y' 


y 


X 


»' 


y 


X=z — oo 




y = — oc 


X=:-ht 




y = — 00 


.r<-2 


-h 


y croît 


0<j:<1 


4- 


y croît 


T = —2 





27 . 
^ =— y maximum 


x>\ 





y croît 


— 2<x<0 


— 


y décroît 


j:=:-f-0O 




1/ = -i- 00 


x = — e 




y^ — oc 









Poura:=l la dérivée s'annule, mais ne change pas de signe, la 
courbe composée des deux branches AMB et CID est tangente en I à 
X'X et, la fonction continuant de croître, la courbe traverse sa tan- 
gente; I est un point d'inflexion (fig. 52). 
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iSO. Cas où la dérivée chaage de signe ea passant par l'In- 
fini, la fonction prenant nne va- 
leur finie. — Soit 

t 

Cette fonction reste finie, continue 
îT Y 





et positive pour toute valeur finie 
de X, 
La dérivée 



2 -I 



y' = ^x 



2 



Elle ne s annule pour aucune valeur finie de x, mais tend vers 
zéro quand la valeur absolue de x croît indéfiniment. Elle devient 
infinie et change de signe pour x = 0. 

On a donc le tableau suivant : 



X 


y' 


y 


— oo 





y = '{-oc 


x<0 


— 


y décroît 


x = ' 

i 


\ 4-00 


y =zO minimum 


x>0 


H- 


1/ croît 


X = -f-oo 





y = -h<x> 



La courbe est symétrique par rapport à OY, car si Ton change x 
en — X, ^x* ne change pas, et se compose des deux arcs OA, OA', 
tangents l'un et Tautre en à Taxe OY et s'arrôtant en 0. Ce point 
est ce qu'on appelle un ;7om/ de rebroussement (fig. 55). 

f l(i. Cas où la fonction n'est réelle que dans certains Inter- 
valles. 
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ist. Exemple I. — «trophoide. — Soit 



, x^{a — a:) , /a — x 

«* = — ^ ou y = ±xK/ • 

^ a-hx ^ Y a-Hx 

On suppose a>0. A chaque valeur de x correspondent deux 
valeurs de y (égales et de signes contraires ; il suffit de prendre la 
valeur de y qui est précédée du signe H-, Tétude des variations de 
la 2« valeur s'en déduira. L'expression de y n*est réelle que si le 

quotient est positif, et par conséquent si x varie de — a à 



-a. 
Prenons la dérivée 



V a-hx 



av 



sja — X axyja-^x 



(a-Ha:)»i/iZlf V^« + ^ (a-hxYsJa — x 

ou en réduisant 

, .r'-f-ax — a* (x — o(f){x — x") 

(a -f- x) \/a* — X* (a-^x)\/a^-—x^ 

On voit que y et y' sont infinies pour x= — a. 
Pour x = y = et 2/' = -i-l 

Pour x = a y = et y' devient infinie. 

La dérivée s'annule en même temps que son numérateur 
x^-^ax — a* dont les racines x^, x" sont de signes contraires. 
Mais si dans ce polynôme on substitue à x les nombres 

— a a 

on a les résultats 

/•(—«)=— a» f(0)=^a^ f(a) = -ha^ 

Les nombres — a et sont donc compris entre les racines : la 
racine négative étant inférieure à — a ne doit pas être conservée, et 
la racine positive seule convient ; cette racine a pour expression 

x" = ^ * -t on la construit donc en partageant la longueur 

donnée a en movenne et extrême raison. 
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X 


y' 


— a 

— a<a:<0 
x = 
0<a;<:F" 


4-00 
4- 
1 


x = x' 





x"<,x<,a 
x = a 


— oo 



1/ < croît 
y = 
y>0 croît 



y = ^ V iO v/5 — 22 maximum 



2 

i/>0 décroît 
y = 



La courbe a la disposition COMA (fig. 54); puisque pour x = 

y' = iy c'est que la tangente en fait avec OX un angle XOT = j» 

et puisque pour a: = a y' est infinie, y 2 

la tangente en A est perpendiculaire "' 

à X'X. Les variations de la deuxième 
valeur de y sont représentées par 
l'arc C'OM'A symétrique du précé- 
dent, et la courbe complète est ap- 
pelée strophoïde. 

Exemple IL — Soit une fonction y y ^^ 
telle que ^3 

9.7^2x-ha)Hx'ha) 
I^J ~ 2Ï? 



ou 



[^]y=± 



5ar(2x-4-a) \/x(x -t- a) 




Fig. 54. 



A chaque valeur de x correspondent deux valeurs égales et de 
signes contraires : il suffit d'étudier les variations de la valeur posi- 
tive de y. 

En prenant les dérivées des deux membres de Téquation [1], on a 

2yy'z=^^['5x*{2x-haY(x-^a)-^J^a^(2x-ha){x-ha) 
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OU 

9 

%2/' = 2^4^*(2^4-a)[5(2.rH-a)(a:-f-a)-+-4a:(x-f-a)-l-x(2i:4-a)] 

el par conséquent 

^ 2a* 6.r(2.r -h a) y/ï v/TT^ 

;_ 5\/^ (i2j:«-f-l4ar-t-5a«) 

r.a formule [2] montre que la fonction y n'est réelle que quand 
x(x -h a) > 0, c'est-à-dire quand x< — aoua:>O.La courbe n'a 
donc aucun arc compris entre les parallèles Y'OY et Z'AZ. 

Cette fonction s'annule pour .r = — a, x=iO, x = — -• 

La solution x = ~^ donne le point T, milieu de OA, mais pour les 

valeurs infiniment voisines y est imaginaire. 
Ce point I est donc un point isolé. D'ailleurs y 
croît constamment et dépasse tout état de 
grandeur quand la valeur absolue de x aug- 
mente indéfiniment. 

La dérivée y' s'annule et change de signe 
pour xzzrix' etx=: x'\ mais ces deux racines 
sont négatives et comprises entre — a etO, car 
pourj:=: — a le trinôme 12j;« -4-1 4ajc-f- 3a- 
devient égal à a', et d'autre part — a est infé- 

rieur à — ^ — qui vaut — j^. 

Fig JJ5 A ces valeurs de x qui annulent la dérivée 

correspondent des valeurs imaginaires de y, 
La dérivée y' s'annule encore pour x = 0, la tangente en est 
donc OX, et ce point est un ^oint de rebroussément. 



Digitized by 



Google 



VARIATION DES FONCTIONS. 12', 

Enfin pour:r = — a, la dérivée est infinie, donc la tangente en A 
est AZ, et quand x tend vers — oo , y' devient encoiv infinie. 

Donc les branches de la courbe présentent la disposition de la 
figure 55. 



V 



W 



m. 



N' 



1Î 



P* 



m. Ir'arlaUon du -wolume d*aiie boite rectangulaire. 

une feuille de carton rectangulaire ABGD 

on trace des droites parallèles aux quatre a_jc m^ 

côlés et toutes à la même distance de ces 

côtés, on enlève les quatre carrés AM, BN, 

CP, DQ et on relève les rectangles MM'iNN', 

ISN'TF', PQ P'Q', QMQ"M"; on forme 

ainsi une boîte à base rectangulaire MNPQ . 

Étudiei* les variations du volume de cette D' ÎP zb~ 

boite quand on fait varier la distance AM' Fi g 56 

(lig.56). 

Soient 2a et 26 les côtés du rectangle donné ABGD, supposons 
a <6, et désignons par x la distance AM'. 

L'aire du rectangle de base MNPQ vaut (2a — 2x)(ib — 2x) ou 
4 (a — x) (b — x) ; la hauteur du parallélépipède étant Xj le volume 
de la boîte est 

V = ix(a — x){b — x). 

C'est une fonction entière du 3^ degré ; algébriquement la fonction 
reste finie et continue pour toute valeur finie de la variable, mais, 
d'après la nature de la question géométrique, x ne peut varier que de 
à a, moitié du petit côté de ABCD. Pour x = comme pour x=a 
le volume est nul, donc il doit passer par un maximum pour une 
valeur de x comprise entre et a. 

Prenons la dérivée 



ou 



Y = ^[(a — x){b — x)—x(b — x) — x(a — x)] 
Y = 4(3x« — 2a.r — 2bx -h ab). 
Considérons l'équation 

^x^ — ^(a-hb)x-^ab = 0; 



en substituant et a dans le premier membre, /'(0) = a6>0, et 
f{a) = a^-'ab=:a(a — b)<0. 

Ces résultats sont de signes contraires ; les racines sont réelles et 
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distinctes. D'ailleurs elles sont positives. De plus, f{a) étant de signe 
contraire au premier terme, a est compris entre les racines : ainsi 

Donc la plus petite racine seule convient au problème. 
Cette racine est 

__ g H- fr — \/{a -h b)^ — 5flfr _ g -f- fr — \/a^ — ab-h b* 



On voit même qu'elle est comprise entre = et 3» car 



et 



Désignons par Yj la valeur correspondante du volume de la boîte. 
Ce volume varie de la manière suivante : 



X 




V 


V 


x = 




-h 


v=o 


0<x<x' 




-+- . 


V croît 


x = x' 







V = V, maximum 


x'<x<a 




— 


V décroît 


x=za 


Aa(a 


-b)<0 


V = 



En continuant de faire varier x on peut étudier la fonction algé- 




vn"^ 






M 



il/ 



p 



aK X 



Fig. M. 



brique V et trouver son minimum qui correspond à l'autre racine x" 
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de la dérivée {n^ 141») . Mais de la courbe complète CHÂND Tare OMA 
a seul une signification géométrique dans la question proposée 
(fig. 57). 

Clas partieiiller oit le re«teiif;le donmé est mi earré. — Il suf- 
fit de supposer dans ce qui précède b = a; 

alors Y = 4x (a — x)« 



dont les racines sont 



a/ = 5 x" = a. 



I^ maximum V, a donc pour valeur Vi = -^ ( -;;r- j = -^• 

La dérivée s^annulant en même temps que la fonction pour x = a, 
il en résulte qu'au point A l'arc de courbe OMA est tangent à X'X 
(fig. 58). 

iS4. Étude du produit x^y'' quand la somme X-hy est 
constante. — Les facteurs variables x et y ont une somme 
constante et positive a, et les exposants m et /; sont entiers et posi- 
tifs. 

Puisque x-hy=^a on a y = o. — x 

Donc le produit U = x^y^ = a^ (a — xY 

sa dérivée 

\j'=m'*x~^ [a—xy—px^ [a—x)^^ =^x^^[a—x)^^ [m (a— x) —px] 

ou 

U' = x"-* (a — x)"-* [ma — (m -f-jy) ^1 

cette dérivée s'annule pour 

A wia 

x = x = et x=^a. 

m-^p 

Mais il faut s'assurer si elle change de signe en passant par zéro. 
Pour cela distinguons suivant que les exposants m et p sont pairs 
ou impairs. 
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!•» Si m et p sont iinpaii*s et plus grands que I , m — 1 dp — I 
sont des nombres pairs, a;""* et {a — zY~^ restent toujours positifs; 
donc quand x passe par les valeure et a, U' ne change pas de 
signe en s'annulant. A ces valeui's de x ne correspondent ni maxi- 
mum ni minimum. 



Quand x croît de — « à 



et quand x croît de 



ma 



m- 



ma 
m-hp 

à-f-oo 



U'>0 

i]'<:*o 



L' croit 
U décroît 



La courbe est tangente en et en A à X'X et traverse cette tangenle. 
Ce sont deux points d'inflexion, on a la courbe COMAD (fig. 59). 



X' 



M 



A X_ 



P 

Fip. 59. 




Fip. 60. 



2<» Si m est impair > 1 et si p est pair, pour x =^ a\e facteur 
(a — xy-^ ayant un exposant impair passe du négatif au positif, donc 
la fonction passe par un minimum. 

La courbe COMAD a la disposition de la figure 60. 

3" Si, m étant pair, IVxposant p est impair, c'est au contraire 



"ir 




p 

Fig. Cl. 



T 

D^ 



PA T 



Fig. 62. 



le facteur a:"-* qui passe du négatif au positif quand x atteint et 
dépasse la valeur 0, et pour cette valeur de x la fonction présente 
un minimum; mais pour x=a la courbe a un point d'inflexion 
(fig. 61). 
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4® Enfin, si m et /> sont des nombres pairs, chaque facteur change 
de signe en passant par zéro et la fonction présente un minimum 

pour x = 0, un maximum pourj: = 



ma 



m-hp 
pour a: = a (flg. 62). 

Dans tous les cas le produit U devient maximum pour 



- et un autre minimum 



x = - 



mn-j» 



ou 



m 



m- 



P 



m- 



De là ce théorème: 

Si la somme de deux facteurs variables x et y est constante et 
positive, ces facteurs étant affectés d'exposants entiers et positifs, le 
produit de deux puissances de ces nombres devient maximum quand 
les facteurs sont proportionnels à leurs exposants. 

Cas particulier oit les exposants m et p sont égaax A 1 . — 

Dans ce cas le produit 

V = x{a — x)=ax — x' 

il a pour dérivée 

U' = a — 2.r 

on est ramené à Tétude d*un polynôme du 
2® degré qui devient maximum pour x = ^» 
c'est-à-dire quand les facteurs x et a — x sont égaux (fig. 63). 

155. Étade d*ane fonction trif^onométrlqne. — PROBLÈME. — 
Un point M est mobile sur une circonférence 0, 
on trace la tangente en M et de A' on abaisse U 

la perpendiculaire A'H sur cette tangente ; 
étudier comment varie la surface du triangle 
A'MH quand l'arc AM croU de à i: (fig. 64). 

Soit X Tangle AOM, et S Taire du tri- j^^^ j^lj=: ^^ 

angle A'MH, 

S = iA'HxMH; 




Fig. 63. 




or dans le triangle isocèle A'OM chacun des 



Fig. 64. 



/\ 



angles A' et M vaut '^» il en est de même de Tangle MA'H, 
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donc 

A'H = A'M cos| = 2r.cos« | = r(\ -h cos x), 

MH = A'M sin ^ = 2r sin ^ cos ^ = r sin x. 

Par suite, 

i 
S = ç r* sin x{i -4- cos x). 

On voit que cette surface devient nulle pour a: = 0, x = iz, 
a:=2ic..., et que si l'on change ^ en — or, S est changée en — S. On 
doit donc considérer la surface comme négative quand le point M est 
sur la demi-circonférence inférieure. 

Prenons la dérivée : 

r* r* 

S' = ^ [cos a: (1 -+- cos j:) — sin'x] = 3- [cos* x — sin' x 4- cos x] . 

S' == ^ [2 cos'x -h cos X — 1]. 

Or les racines de Téquation 

2 cos'x -h cos X — 1=0 
sont : 

— 1 — 3 

!•» cosj:= i = — i 



2" 

Par suite, 



S' = r* (cos a; -h!) (cosx — ^j ; 



le l®"^ facteur s'annule pour:r = :r, mais sans changer de signe; le 
2*î facteur s'annule et passe du positif au négatif quand x atteint ^ ; 
on a donc le tableau suivant : 
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X 


cosx 


S' 


S 


^ = 


cosa;=.i 


+ 


s=o 


0<.<f 


^ 4 

C08;r>^ 


H- 


s croît 


'=1 


i 




S = — ^ maximum 


l<x<. 


cosar<^ 


^ 


S décroit 


x=^7: 


COSX::?— 1 





S = 


^<x<in-l 


cos-x<;^ 


— 


S décroît, devient négative. 


-=2— i 


1 

cosj:=^ 





5r«\/3 . . 
S = ^ mmimum 


27t — ^<ir<2ir 


C08X>^ 


'4- 


S croît 


X = 2lt 


ces a; =r i , . 


- 4-' 


S^O et croît 



Représentation graphique, -t- Les variations de la fonction sont 
donc figurées par la courbe , ' . 

OHAH'B, qui est tangente en A 
à Taxe OX, et traverse cette 
tangente, le maximum PH cor- 
respondant à 3 et le minimum 
égal et de signe contraire, 
— P'M', correspondant à 2:t — » 

ouÇ{fig.65). 





Y 

; M 








(> 


^^^ 


»'^b/" 


^7 


* 5 


Ti-^ 


V r fl" X 


J 


r 




\/ 



Fig. 65. 



iS0. Choix coBvenable de la variable pour qae la méihode 
•oit applicable. 

Les raisonnements qui nous ont permis d*établir (n*** 105, •••) la 
condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction passe par un 
maximum ou par un minimum pour x = a, supposent que la variable 
X puisse croître de a — ft à a, puis ka^hei par conséquent prendre 
successivement des valeurs un peu inférieures à a et d*autres un peu 
plus grandes que a. Si le champ de la variable est limité précisétnent 
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par la valeur a, la méthode ne s'applique plus et ne peiinet pas de 
trouver algébriquement certain maximum ou un minimum que la 

géométrie indique d'une manière 

évidente. 

Exemple. — Maxlmam on mlnl- 
minn de la dUtaoce d'un point 
^ P A nne cireonfférenee. — La dis- 
tance PM passe évidemment par un 
maximum et par un minimum 
quand le point M vient en A ou en 
A' sur le diamètre POX (fig. 66). 
Or, si Ton prend pour variable x 
la distance PH du point P à la projection du point M sur PX, on a, en 
désignant par z la distance PH et par d la distance PO, 

3»=:r«4-rf« — 2rfxOH = r»4-rf« — 2d(d — ^) 




Fig. 66. 



donc 






x» = r» — df»H-2da? 


et 






« = Vr« — rf*H-2rfx 


et la dérivée 






'^ 




y/r^^d}'{-'hlx 



Cette dérivée ne peut s'annuler ni changer de signe, elle n*indique 
donc ni maximum ni minimum pour z. 

C'est que la variable x est assujettie à ne varier que de PA' à PA 
et ce sont là précisément les valeurs qui correspondraient au mi- 
nimum et au maximum. 

Mais si on change de variable, prenant par exemple l'angle 
/\ 
A'OM =: a, l'expression de z en fonction de a est 



qui donne 



z = yjd* -+- ?•« — 2(/r cos a 
dr sin a 



2' = - 



yjd^ H- r* — Mr cos a 
l'angle a peut varier de — oo à -h oc , 
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Quand k croit de — * c à et à H- 8> sin a passe du négatif au po- 
sitif, ainsi que z\ donc z passe par un minimum qui est 



et quand a croît de i: — « à tt et à tc -H e, sin a passant au contraire 
du positif au négatif, % passe par un maximum qui vaut d-^rr. 



EXERCICES 



1. Étudier les variations des fonctions suivantes, et construire les lignes 
qui les représentent : 

}>[a — x) A 

y=-^ y=-- xcota 

•^ a ^ sma 

y=:xtangfli+ b y = r^^ —X. 

2. Étudier les fonctions suivantes, et construire les courbes : 

4/1 (.r — fi)(x — b) .r* a 

y= (a-b)* — î'^-^ + ^-i 

^ a* a ^ ^ a 

5. Étudier les fonctions suivantes et tracer les courbes : 

_ \a{a^ — a*){!g^ — b^) _ 2<i«(.t» — <i«) — .r* 

y— a* ^— û3 

4. Étudier les fonctions suivantes et tracer les courbes : 

y = x« — 3a; + 4 y = (a; — ?)• (a:» — 4) 

y = 3a:* — 8a?5 + 6x» + 1 j^ = «« — 6a:* + 9a:* — 4 . 

5. On suppose le nombre p positif, étudier les variations du produit 

y;=a:(p — a;)«; 

déduire de là les conditions pour que l'équation x(p — x)> -— g = ait : 
V Trois racines réelles et inégales; 
3* Deux racines égales. 
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6. Ëtudier les vaHations du produit 

et déduire de là les conditions pouf que Téquation x (p — o^) = ^ ait deux 
racines positives. 

7. Démontrer que si une fonction f{x) prend des valeurs égales f(a) et 
f(b) pour deux valeurs distinctes de x, a et b, et si elle reste finie et con- 
tinue ainsi que sa dérivée quand x croit de a à fr, la dérivée f{x) s'annule 
au moins une fois pour une valeur de x comprise entre a et b, 

8. Démontrer que si f(x) = est une équation algébrique, deux racines 
réelles consécutive* de cette équation comprennent toujours au moins une 
racine réelle de Téquation f(x) = 0. (Théorème de RoUe.) 

9. Conclure du théorème précédent qu'entre deux racines réelles con- 
sécutiveê de l'équation /*(a;) = il ne peut exister plus d'une racine réelle 
de l'équation f\x) =. 0. 

iO. On donne un triangle ABC, on trace la médiane AM de ce triangle, et 
on la prolonge indéfiniment : un point P est mobile sur cette droite ; 
étudier comment varie la somme des carrés des distances de ce point P 
aux trois sommets du triangle. Pour quelle position du point P cette ^omme 
passe-t-elle par un minimum? 

il. Dans un triangle rectangle ABC, un point M est mobile sur la bissec- 
trice Z'AZ de l'angle droit ; on construit le carré APHQ et le triangle MBC; 
étudier comment varie la somme algébrique des aires APMQ + MBC (fig. 67). 
Attribuer un signe à l'aire du triangle MBC suivant la position du point M. 





Fig. 67. 



Fig. 68. 



12. On donne une circonférence à laquelle on mène deux tangentes 
parallèles» un point P est mobile suir le diamètre CD; ou trace par le point P 
la perpendiculaire PI à ce diamètre, puis les sécantes CI6, DIA et la droite AB. 
Étudier comment varie Taire du trapèze ABCD (fig. 68). 

13. On donne un triangle rectangle ABC, on mène par un point quel- 
conque H de la ligne indéfinie AC les droites ME parallèle à BC et MF paral- 
lèle à AB, puis on trace la droite CE qui coupe MF au point P; étudier les 
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variations de la longueur MP, et construire le lieu géométrique du point P 
(fig. 69). 
\A. On donne un triangle ABC ayant une base a et une hauteur h, on 





Pig. 69. 



Fig. :o. 



trace une parallèle MN à la base BG et le rectangle MNPQ; étudier les varia- 
tions de la diagonale d de ce rectangle quand le point 1 parcourt la droite 
indéfinie AIL — Minimum de cette diagonale (fig. 70). 

15. Étudier la fonction 

.r«— 12a;-f24 

y=- 

16. Étudier la fonction 



17. Étudier la fonction , 



x» — Sx -H 14 
2(.r — 1)(x — 3) 



3x(x — 4) 



5 — 2x 



18. Étudier la fonction 



19. Étudier la fonction 



5U»— iUx-Hll 

"■ «X — 14 
x — 4 



y — 



20. Étudier la fonction 



21. Étudier la fonction 



22. Étudier la fonction 



x*-— 3x — 3 



. 3(x--1)(j:~5) 
"2(x — 2)(x — 3)* 



y = X'\- 



[ ^x^ ~ 7.r + 5 
MOa;» — 11X-H3' 
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23» f tudier les fonctions 

_ 5(x--2)(x — 5) _ {x — i){x-^A) 

^~"4(.r--1)(x— 3) y — 5(a: — 2)(x — 7)' 

24. Étudier les fonctions 

_ .T«-.5j;-f 1 _ 4(j;-f2) 

^ "~ X» — a; H- 1 ^ ~" 4x« -f. 8x 4- 0* 

25. Étudier les fonctions 

_ 5x»---6x — 9 _ x — 1 

^~~2x« — 4x — 6 ^~ x« 

26. On donne la fraction 

X» — (fl + 6) X + afc 

Trouver à quelle condition doivent satisfaire a et 6 pour que cette fraction 
ait un maximum et un minimum. Quelles sont les différentes dispositions 
de la courbe? — Cas où a = 0. 

27. Déterminer les nombres p, q, p\ q' de telle sorte que la fraction 

X* ' I DX I O 

, \ ait un maximum égal à 4 pour x = i et un minimum égal 
à — 5 pour x= — 2. (On fera usage de la remarque n' iS5.) 

28. On donne la fraction 

ox* -f \fâh X H- 6 

^~ x»-|-l 

Déterminer les coefficients a et ^ pour que le maximum et le minimum do 
cette fraction soient égaux respectivement à deux nombres donnés a et p. 
— Condition de possibilité. 

29. Étudier les particularités que présente une fraction de la forme 

ffx* + &x 4- c 
ntox* -|- mbx + c 

A-t-cUo un maximum et un minimum? 

50. Trouver quelles relations doivent exister entre les coefficients des 
fractions 

g.r» -4- hx -4- c . «X» + px 4- y 



a'x« + b'x 4- c' a'x* 4- p'x 4- y' 

pour qu'elles atteignent leur minimum et leur maximum pour les mêmes 
valeurs de x. 
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y- 



x«— 12X-I-24 



X*- 



el 



6.€* -^ iOx — (ii 
a;«-f îto — 11 



et construire les deux courbes. 
31. Étudier la fonction 

i 
On vérifiera que la dérivée s'annule pour x = -« on cherchera les autres 

racines de la dérivée et on construira la courbe qui représente la fonction. 

33. Étudier la fonction 

_ .r» — 2 



et construire la courbe qui la représente. 
33. Étudier les fonctions suivantes 



a' 



(..-1)« 



y 



_ (J 4- 3)» 



4j? — 7 



et construire les courbes correspondantes. 

34. Étudier la fonction 

r>r— 1 



y- 



et construire la courbe. 
35. Étudier la fonction 



ia«-l)« 



jr« — Sx-f- 1 a*-f-5x+J^ 



"x« — 5x 4- 1 ^ *» + 3a + 1 



et construire la courbe. 
36. Étudier la fonction 






îKr*(.r-|-<ï)5 



Dans quels intervalles peut-on faire varier x pour 
que la fonction soit réelle? -- Peut-elle devenir b^ 
infinie? Construire la courbe. 

37. Dans une circonférence donnée 0, dont le 
rayon est r, on trace le diamètre AD et une corde 
BC perpendiculaire à ce diamètre; on décrit sur BC 
une demi-circonférence à laquelle on mène du point â les tangentes AE, 
AF. Exprimer en fonction du rayon r et de la distance h\ = x Taire du 
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triangle AEF. Étudier comment varie cette surface quand on fait varier x 

(fig.7i). 

38. l'ne pyramide SABCD a pour base un carre dont la diagonale a pour 
longueur "ia, une arête SA == A est perpendiculaire 
au plan de la base. On trace dans le plan de la base 
une parallèle MN à la diagonale BD et par HN on 
mène le plan perpendiculaire à la base. 

i* Étudier comment varie le rapport de Taire de 
la section MNPQR faite par ce plan dans la pyra- 
mide à Taire du triangle SAC quand on fait croître 
la distance AI = x de à a. 

2* Quelle doit être la hauteur h pour que le maxi- 
mum de la section MNPQR soit équivalent au carré 
ABCD? 
Fig. 72. 3* Comment varie la section quand x croit de a 

k 2a (fig. 72)? 

39. On donne une droite X'X et les deux perpendiculaires AC, BD dont la 
distance est a, un triangle équilatéral MNP a Tun 
de ses sommets M sur X'X à la distance x du point A 
et ses deux autres sommets N et P respectivement 
sur AC et BD. Calculer le cêté y du triangle MNP 
en fonction de a et de x; étudier comment varie 
la longueur y quand le point M parcourt la droite 
indéfinie X'X (fig. 73). 

40. On donne une droite X'X sur laquelle sont 
¥\g. 73. marqués deux points fixes A et B et un point mo- 

bile M. On trace les demi-circonférences qui ont 
pour diamèti^es AB, AM et MB, puis une circonférence I tangente aux trois 

demi -circonférences précédentes. Soient 
AB:^2aet AM = 2x. 

i* Exprimer en fonction de a et de :r le 
rayon p de la circonférence I, en plaçant 
successivement le point M sur X'A, sur AB 
et sur BX. 

2* Étudier comment varie ce rayon p 

quand le point M panM)urt la droite indéfi- 

Fig. 7i nie X'X. (On attribuera un signe au rayon p 

suivant qu'il est compté à partir de P dans 

le sens PO ou en sens contraire.) Vers quelle limite tend le rayon p quand 

le point M s'éloigne indéfiniment (fig. 74)? 

4i. On construit deux troncs de pyramide : Tun de première et l'autre 
de deuxième espèce ayant pour bases communes un carré donné a* et un 
carréwariable ai*, la hauteur h est constante. Étudier comment varie le 
rapport de leurs volumes quand on fait varier le côté x de la base supé- 
rieure. 
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42. On donne une circonférence fixe et un point P mobile sur un dia- 
mètre X'X. On mène de P lés tangentes PA, PB et on trace la circonfé- 
rence I tangente à la circonférence et aux droites PA et PB. Gomment 
varie le rayon y de cette circonférence (fig. 75) ? 




Fig. 75. 



Kig. 76. 




c^-U 



Fig. 77. 




43. On donne deux droites rectangulaires et un point P, dont les distances 
aux côtés de Tangle droit sont a et b, une sécante APB tourne autour de 
ce point fixe, et rencontre X'X en A, YT en B. Étudier les variations de 
Taire du triangle AOU (fig. 76). 

44. Variation de Taire du trapèze de sustentation quand un homme ayant 
les talons fixes en G et D fait tourner les pieds 
autour des talons. — Désigner par p la longueur 
du pied, 2d la distance des talons, 2x la dislance 
des pointes. Démontrer que Taire du trapèze 
devient maximum quand l'angle ACB de chaque 
pied avec la diagonale qui passe par le talon est 
un angle droit. — Gas où </ = 0. — Ge trapèze ma- 
ximum peut-il être un demi-hexagone régulier? — 
Vers quelle figure tend-il quand la distance d croit indéfiniment (fig. 77) ? 

45. On donne une circonférence et un point A dont la distance au 
centre est a, on trace une corde BG perpendiculaire au diamètre OA à une 
distance variable du centre; étudier comment varie Taire du triangle ABG 
— Distinguer suivant que la distance OA 
est inférieure, égale ou supérieure au 
rayon. — Gas où a == 0? 

46. On donne une circonférence et 
un point P; on joint ce point P à un point 
quelconque M de la circonférence, et Ton 
trace HS perpendiculaire à PH et MH per- 
pendiculaire au diamètre X'X; étudier les 
variations du volume engendré par SMli 
tournant autour de X'X. On donne le 
rayon r, la distance PO =d et Ton appelle x la distance PII (fig. 78). 

Le point P étant intérieur au cercle, examiner les différents cas suivant 

que d < =z ^ -Û-- Construire les courbes correspondantes. 



X^ 




x^ 



Fig. 78. 
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47 é On donne un triangle ABC dont les côtés sont a, b, c, soit fr > c. Un 
point M est mobile sur la bissectrice de l'angle intérieur A, soit AM = x. 

MB 

Ëtudiei* comment varie le rapport des distances tr-j" 3lontrer que ce rap- 
port devient minimum quand H est au centre du cercle inscrit, ot mai^i- 
mum quand M est au centre du cercle exinscrit. — Tracer la courbe. 

48* Variation de Taire d'un rectangle CDEF inscrit dans un secteur cir- 
culaire donné OAB. On donne le rayon r et le demi-angle 10B = a; on 
désigne par x Tangle lOC {Cig. 79). 

i* Condition pour que le rectangle maximum soit un carré. 

2* Maximum du rectangle CDMN inscrit dans le segment de cercle AlB. 





FIg. 79. 



Fip. 80. 



49. On donne deux parallèles dont la distance est h, et une sécante AB. 
On prend à parlir de A une longueur AG = ( ; une deuxième sécante tourne 
autour du point C. Étudier les variations de la somme des aires des trian- 
gles ACM et BMF. (Prendre pour variable la dislance IM et attribuer un 
signe aux aires des triangles.) (Fig. 80.) 

50. Ou donne deux droites parallèles dont la distance est h et un point 
P situé à une distance d de X'X; un angle droit a son sommet en P et 
tourne autour de ce point, Fun de ses côtés rencontre X'X en A, et l'autre 
rencontre Y'Y en B. Étudier comment varie l'aire du triangle rectangle 
PAB(fig. 81). 



"k" ^ 


^ 


Y 


"^ 


X' 


D 


A X 



Fig. 81. 




51. On donne un angle aigu ZOX et un point A sur OX; d*un point M 
pris sur OX, entre et A, on abaisse sur OZ la perpendiculaire MP et on 

considère la longueur y donnée par la formule y := yUM x MA + 2MP'. On 
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demande comment y varie quand le point M se déplace sur OX, de en A. 
Courbe figurative (fig. 82). (Saint-Cyr, 1884.) 

52. On donne un angle droit XOY, un point À dont la distance à OY est 
a, et la distance à OX est h* Par ce point on mène une sécante MAN. Ëtu- 
dier les variations de la quantité z* = \ff + AN* quand la sécante tourne 
autour de A (fig. 83). (Saint-Cyr, 1885.) 




Kijr. 8:>. 




53. On donne un demi-cercle AOfi, une droite AZ faisant avec AB un 
angle aigu a ; en un point G quelconque du diamètre AB on élève la perpen- 
diculaire CD au diamètre AB, qui rencontre en D la circonférence, et en E 
la droite AZ. Étudier les variations de l'expression « = CD-f CE quand C 
se déplace de A en B. — Positions du point C de telle sorte que CD -{- CE ;:= / 
(fig. 84). (Saint-Cyr, 1886.) 

54. Dans un triangle donné ABC dont la base est a et la hauteur hy on 
inscrit un rectangle DEFG dont un côté FG est placé 
sur BC, et on construit au-dessous de FG le triangle 
équilatéral FGH. Étudier la variation de la surface 
DEGBF quand DE se déplace parallèlement à BC 
(fig. 85). (Saint-Cyr, 1887.) 

55. On donne deux parallèles AX, A'X' dont la dis- 
tance AA' = a. On prend sur ces deux droites, d'un 
même cùté de AA', deux longueurs AO:=a;, A'0'==y 
qui sont variables, mais liées entre elles par la condi- 

tion a:y=-j* De et 0' comme centres, avec les 

rayons x et y, on décrit deux circonférences 
(Vig, 86). 

1* Démontrer que ces deux circonférences 
sont tangentes. 

2* Trouver le lieil de leur point de con- 
tact M. 

S* On trace la droite AM que Ton prolonge 
jusqu'à sa rencontre en C avec A'X', et la 
droite A'M jusqu'à sa rencontre en C avec AX ; 
on joint CC. Étudier comment varie l'aire du trapèze ACA'C. — Minimum 
de celte aire. Tracer la courbe. (Saint-Cyr» 4888.) 




Fig. 83. 




Fig. 86. 
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56. On donne un triangle isocèle ABC (fig. ^7), un point P sur U base BC^ 

on mène 'parallèlement à BG une droite rencontrant 

A6 en M et AC en N. Étudier comment Tarie le rap- 

PM 
port |j^ quand la ligne MN se déplace parallèlement 

à BC. — Prendre pour données la lon^eur AP = /» 

les angles PAB = p, PAG ^ y> et comm^ variable la 

longueur AM. 

Cas où p = T. — Solution géométrique. Construire 

PM 
MN pour que j^ = K- (Sainl-Cyr, 1889.) 

&7. On prend sur les côtés d*un triangle donné ABC 
{fig. 88) les points AS B', C tels, que 

A'C — B'A^C'B'" 

i* Évaluer en fonction de Taire S du triangle ABC et 
du.rapportdonnéA: les aires des triangles AB'C, BG'A% 
GA'B' et A'B'C'. 

2* Suivre la variation de Taire du triangle A'B'C 
lorsqpe le rapport k varie. Tracer la courbe. (Saint- 
Cyr, 1892.) 

58. On donne un triangle ABC (flg. 89) et, dans Tes- 
pace, une droite indéfinie X'X qui passe par A et 
t'ait avec AB et AC les angles p et y* l^n point H se 
meut sur la droite X'AX. Étudier la variation du 

rapport HP • — Montrer que les positions remar- 
quables du point M sont les points de rencontre de 
la droite X'AX avec la sphère qui a son centre sur 
cette droite et qui passe par les points B et G. 
(Saint-Cyr, 1893.) 

59. On donne une sphère de rayon r (fig. 90) et, 
sur son diamètre, deux points A et A" extérieurs à 
la sphère et tels que la distance AA' = /, On considère la surface compo- 
sée de la somme des surfaces latérales des 
deux cônes circonscrits à la sphère ABB' 
et A'GC et de la zone BB'CG' comprise 
entre les deux circonférences de contact. 
Etudier comment varie le rapport de cette 
surface à celle de la sphère quand on dé- 
place le point A. — Tracer la courbe et 
reconnaître quel est Tare qui convient 
réellement à la question géométrique. 

00. On donne sur une circonférence un point fixe A et un point mobile M 




Fi;. 89. 
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(fîg. 91), on trace la tangente en A, la tangente en H et la perpendicu- 
laire MU abaissée de M sur la tangente en A. Étudier les variations de Tain' 

du triangle MFH quand on fait varier l'angle KOV. 





Fig. 91. 



Kiif. 92. 



61. D*un point H mobile sur une circonférence (fig. 92) on abaisse sur 
le diamètre fixe AA' la perpendiculaire MI, et de I on trace les droites IB, IB' 
perpendiculaires à MA et MA' jusqu'à la rencontre de la tangente en BI. 
Etudier les variations de l'aire du triangle IBB' quand le point M parcourt 
la demi-circonférence AMA'. 

62. On trace la tangente en A à une circonférence (flg. 93), on y prend 
une longueur AP égale au rayon et par le point P on trace ujie sécante 
quelconque PBC qui fait avec PA un angle x, Ëtudier lès variations de l'aire 
du triangle ABC quand on fait varier l'angle x. — Tracer la courbe. 




Kig. 95. 





Fig. 95. 



63. On donne un cône SAB, dont le rayon est r et la hauteur h (fig. 94). 
A une distance x de la base on mène un plan parallèle à cette base. Étu- 
dier les variations du volume du cône inscrit OGD. Construire le cône inscrit 
de volume maximum. ~ • 

64. Un point M est mobile sur une circonférence 0, de ce point on abaisse 
la perpendiculaire MH sur le diamètre AA' et du point H on mène la parai* 
lèle HB à la corde MA. Étudier les variations de l'aire du trapèze AMBH 
(fig. 95). 
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05. On donne un trapèze ABCD (Og. 90) dont les trois côlés AB, BC, GO 
sont égaux à a, et la base AD égale à 2a ; on fait 
tourner cette figure autour d*un axe X'X situé 
dans son plan passant par le point A et faisant 
avec AB un angle x, — Trouver en fonction de a 
et de X rexpression de la surface engendrée par 
le périmètre ABCD. — Maximum de cette sur- 
face. — Tracer la courbe qui figure les varia- 
tions de la fonction et indiquer Tare qui convient 
seul h la question géométrique. 

66. Étudier la fonction 

y = « sin X -f- bcosx 

et construire la courbe qui la représente. 

67. Étudier la fonction 

y = a' tang x + h^coix 

et construire la courbe qui la représente. 

68. Étudier la fonction 




et trçicer la courbe, 

69. étudier la fonction 

70, Étudier la fonction 



\ — sin .T 

^ 1 -j- cos JC 



y = x — 2 sin X. 



y = X — 4 sm -• 



71, Étudier la fonction 

y = 3tang"x — 6tangx + S 

72. Et la fonction inverse 

1 ^ 

''~3lang«x — 6langx-f 2* 
75, Étudier la fonction 

y = 6 cos* .T -h 6cosx — 7 
et tracer la courbe, 

74. Étudier la fonction 

y = 3 sin" X — 1? sin X 4- 8 
et tracer la courbe, 

75. Une circonférence est inscrite dans un carré dont un côté BC est 
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tangent en A. On joint un point M, mobile sur la circonférence, zux trois 
points 0, B, C [ûg. 97). 
1" Exprimer en Tonction du rayon r et de Tangle 

AOM = X les distances MB et MC. 

2* Étudier comment varie le produit MB x MG 
quand x croit de — oo à + oo . 

3» Variation du rapport rip» Tracer les courbes. 




Fig. 97. 




Fig. 96. 



70. On donne une droite X'X et un point A situé 
à la distance h de X'X; un angle droit BAC tourne 
autour du point A, Étudier comment varie la longueur j^ de la médiane BM 
du triangle rectangle BAC quand le point B 
parcourt X'X, 

Tracer la courbe qui représente les va- 
riations de cette fonction. 

Écrire à Taide de radicaux simples Fox- 
pression de X pour laquelle BM devient 
égale à une longueur donnée /. — » Cal- 
culer et construire les côtés et les seg- 
ments de Fhypoténnse du triangle ABC 
quand la médiane passe par un maximum ou un minimum. Dans quel 
rapport le point partage-t-il alors Fhypoténuse (fig.OS)? 

77, On inscrit un cylindre dans une sphère donnée; étudier la variation 
du volume du solide formé par ce cylindre sur- 
monté à Fune de 9es bases par Fhémisphère de 
même rayon que cette base. (Saint-Cyr, 1894.) 

78, On mène d'un point A deux tangentes AB, AC, 
à une circonférence donnée et d*un point quel- 
conque H de cette circonférence on abaisse les 
perpendiculaires HP, MQ sur les tangentes. Étudier 
la variation de la somme BIP + MQ quand M décrit la 
circonférence (fig. 99). (Examens oraux de St-Cyr.) 

70, Un quadrilatère est formé de deux triangles rectangles symétriques; 
montrer qu'il est à la fois in- 
scriptible et circonscriptible. 
— L*hypoténuse commune 
aux deux triangles restant 
constante et égale à a, on fait 
yaricr l'angle ABC. Étudier 
comment varie le rayon du 
cercle inscrit dans le quadri- 
latère. — Interpréter les deux 
solutions (fig, 100). (Examens 
oraux.) 





Fig. 100, 



80. Dans un tétraèdre donné SABC, on fait une section DEF parallèle à la 
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base, et on mène le plan DBG. Ëtudier comment varie le volume delà pyra- 
mide DBCEF (fîg. 101). (Examens oraux.) 

81 . Dans un tétraèdre donné on trace la ligne qui joint les milieux de 
deux arêtes opposées, un point P se déplace sur celte ligne, fitudier la 
variation de la somme des carrés des distances.de ce point aux quatre 
sommets du tétraèdre. — Examiner en particulier la cas où le tétraèdre 
est régulier. (Examens oraux.) 

8*2. On donne deux circonférences et 0' tangentes extérieurement, on 
mène une tangente commune à ces deux circonférences et un troisième 
cercle 1 tangent aux deux premiers et à leur tangente commune. Calculer 

son rayon et étudier com- 
ment il varie lorsque, la 
distance des centres des 
deux premières circonfé- 

^-_^ - — ^1- ^^^ rences restant constan- 

^ A / / T t^^ Bx le, on fait varier leurs 

rayons (fig. 102). <Exa- 
A C V ti mens oraux.) 

Fig. 102. Fig. t05. 85. Dans un demi-cer- 

cle donné on trace une 
parallèle EF au diamètre ÂB, puis les perpendiculaires EG, FD sur le dia- 
mètre et les tangentes en E et F. Étudier comment varie Taire du penta- 
gone CESFD quand la distance x de AB à EF croit de Q à.r (fig. 103). (Exa- 
mens oraux.) 

84. Dans un triangle isocèle, on donne la base 2'a ett le demi-angle au 
sommet a, on mène une parallèle à la base EF. 

y Démontrer que le trapèze BCEF est inscriptible. 2* Calculer le rayon 
du cercle circonscrit, et suivre ses variations quand la distance x de BC 

à la parallèle EF croit depuis zéro 
jusqu'à la longueur lA (tig. 104). 
(Examens oraux.) 

85. Dans une demi-circonfé- 
rence on trace une corde GD pa- 
rallèle au diamètre AA', et on 
mène la tangente en A. Étudier 
comment varie la somme des vo- 
lumes engendrés par le segment 
de cercle GMD et la figure AEl) 
tournant autour du diamètre AA' quand on fait 
croître la distance AH de zéro à r (Hg. 105). (Exa- 
mens oraux.) 

86. Dans une demi-circonférence on trace mu) 
corde AG. .Comment varie la somme des surfaces 
engendrées par la corde AG et Tare BC tournant 
autour du diamètre AB (fig. 106)? (Examens oraux.) * 
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87. Sur la hauteur d'un triangle isocèle ABC dont la base = Sa et la 
hauteur = A, on prend un point H ; on trace les droites BMD, CME et la 
ligne DE. Variation de Faire MDE quand M se déplace sur OA. — Généra- 
liser la formule et retendre au cas où le point M vient au-dessous de BC. 
— Tracer la courbe qui représente la fonction, en prenant pour axe des x 
la droite A'OA (fig. 107). (Examens oraux.) 





88. On donne une demi-circonférence; d*un point Pj^mobile sur le dia- 
mètre AB, au delà de B, on mène une tangente, et des points A et B on 
abaisse sur cette tangente les perpendiculaires AA', BB'. 

!• Variation du produit PA' x PB' i tracer les courbes (fig. 108). (Exa- 
2* Variation du produit AA' x BB' \ mens oraux.) 

89. Par le sommet A d'un triangle donné ABC on trace une sécante 

quelconque S' S sur laquelle on abaisse les perpendiculaires B£, CF. 

BE 
!• Tracer la sécante S' S de manière que le rapport ^ soit égal à un 

rapport donné £• — Comment varie ce rapport quand on fait varier Tanglt*. 

dA^=x? 

2* Variation de Taire du trapèze BCEF quand la sécante tourne autour du 





point A. — Maximum. — Cas où le trapèze devient un rectangle (fig. 109). 
90. On donne dans un plan horizontal P deux droites AB, CD qui se 

LAinrAT. — COMPL. D*ALG. 10 
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coupent en 0; par la bissectrice 01 de l'angle de ces droites passe un plan 
vertical V dans lequel est marqué un point fixe M. On mène à la ligne 01 
dans le plan P une perpendiculaire quelconque qui rencontre OA en E et 
OC en F. Étudier la variation de Tangle EMF quand EF se déplace. ^ Soient 

ioîi=p, I0A = a, HME = y, 0MH=:x (flg, HO). 
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DEUXIÈME PARTIE 

PREMIÈRES NOTIONS DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 



CHAPITRE V 

PRELIMINAIRES 
SEGMENT DE DROITE — THÉORÈME DES PROJECTIONS 



ISV. Moyens de génémllMitioB néeeftsalre* povr rapplleatlon 
de l'al^bre * 1a géométrie. — Théorèmes Invoqnéo. — Dès 

qu*on veut appliquer le calcul algébrique à l'étude de la géométrie 
ou de la mécanique, on reconnaît que les quantités sur lesquelles 
on doit raisonner sont très souvent susceptibles d'être comptées 
dans deux sens opposés, et ces quantités ne sont complètement 
déterminées que si Ton indique, outre leur valeur absolue, le sens 
dans lequel elles sont portées. On y parvient en afTectant d'un signe 
la valeur numérique de ces grandeurs. Ce moyen de généralisation 
a déjà été indiqué en Algèbre élémentaire (voir usage des quantités 
négatives). C'est ainsi qu*on a établi des conventions de signes pour 
déterminer le sens de chaque ligne trigonométrique. Nous ferons 
usage, comme en trigonométrie, de la projection d'un segment de 
droite sur un axe. Nous croyons donc utile de rappeler ici les prin- 
cipes relatifs aux segments de droite affectés de signes et le théorème 
des projections. 

IM. DéflaitioB d*nn sesment de droite. — Soit Un axe X'X: 

convenons, comme nous l'avons déjà fait (n<* ••), de prendre X'X 
pour le sens positif et XX' pour le sens négatif. Si deux points A et B 
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sont marqués sur cet axe, leur distance absolue est mesurée par un 
nombre arithmétique et s'indique simplement par la notation AB. 
Mais supposons un mobile parcourant cette distance et allant de A 
vers B; suivant que ce mouvement s*efiectue en marchant dans le 
sens X'X ou dans le sens XX', nous dirons que le segment AB est 
positif ou négatif. 

On donne donc généralement le nom de segment à la portion de 
droite comprise entre deux points donnés^ parcourue en allant du 



X! — ' X ^ ' X 

Fig. 111c ¥ig. 112. 

premier point vei*s le second et affectée d'un signe. Un segment de 
droite s'indique en surmontant d'un trait les lettœs qui le désignent. 
Ainsi, quand les points A et B présentent sur Taxe X'X la dispo- 
sition de la figure lit, on a 

ÏO=:-f-AB 
et s* ils présentent la disposition (112), on a 

AB = — AB. 

IS9. €jonmétfmemce. — Segmenta égavx et de signes contmlrea. 

— Il résulte immédiatement de là que, suivant que le mobile va de 
A en B ou de B en A, les deux segments parcourus sont égaux en 
valeur absolue, maiç de signes contraires. 
Donc 

AB== — BA, 
et par suite 

AB + BÏ = 0. 

Ainsi la somme algébrique des deux chemins parcourus par un 
mobile qui va d'un point à un autre et revient au point de dépari, 
est nulle. 



I60. Belatlon entre les segmenta déterminés par différents 
points marqnés sur un axe. — Théorème I. — Si n points 
A, B, C, . , • H, K, L sont placés sur un axe X'X dans un ordre quel- 
conque, la somme algébrique des segments parcourus par un mobile 
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qui va sticcessivement du premier point A à chacun des autres, pour 
revenir au point de départ A, est toujours nulle. 

C'est-à-dire qu'on a entre les segments ainsi déterminés la rela* 
tion 

ÏB + BC^-(n)-h...M + KLH-LA = 0. 

\^ C\s DE DEUX POINTS. — La définition môme nous a donné {n? iS9) 
la relation 

ÂB-f-BÂ = 0. 

2» Cas de trois points. — Les deux points A et B peuvent occuper 
sur Taxe X'X deux dispositions différentes. A, B et B, A, et pour 
chacune d'elles on peut donner au point G, par rapport aux deux 
précédents, trois positions distinctes, ce qui fait en tout six dispo- 
sitions distinctes pour les trois points donnés, savoir : 

(4) 
(5) 

(«) 
Fig. 113. 

Soit d'abord la disposition (1) (fig. lio). 

Les segments AB et BC étant positifs et ayant pour somme ÂC. 
on a évidemment 

AB-|-BC = ÂC 
ou 

[a] ÂB-I-BC — ÂC = 

mais, d'après le 1*' cas, 

[p] âch-cï=o 

donc, en additionnant les égalités [a] et [p] et réduisant, on a bien 
ÂB-l-BCH-CÂ=iO. 

Considérons la disposition (2). On a de même, entre les segments 
positifs AC, CB, AB que présente cette figure, 

AB = ÂC+CB 



A 


B 


c 


A 


C 


B 


c 


À 


B 



C 


B 


A 


B 


C 


A 


B 


A 


C 



Digitized by 



Google 



150 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

OU 

ÂB— CB — AC = [v] 
d ailleurs 

BC-+-GB = [5] 

ÂC-hCÏ=0 [ej 

donc, en additionnant les égalités [yJ, [8], [e], on a encore 

iB + BC-4-CA = 0. 
La disposition (3) donne de même 

CÂ4-A5 = CB ou CA-I-ÂB — CB = 0, 
et comme 

BCh-CB = 0, 

on en déduit encore en additionnant 

AB-f-BCH-CA = 0. 

Sur les figures (4), (5) et (6), les trois points sont respectivement 
placés dans le même ordre que sur les flgures (1), (2), (3), mais en 
sens contraire : tous les segments sont donc changés de signe ; par 
suite, la relation établie pour les trois premières dispositions des 
segments subsiste encore pour les trois autres. On a donc toujours 

ABH"BG-+-CÏ = 0. 

Z^ Cas d*u^ nombre quelconque de points. — Il suffit de démontrer 
que si le tliéorème est vrai pour n points, il subsiste en prenant 
n-\-i points. 

Admettons donc que les segments déterminés par les n points 
Â, B, C . . . H, K satisfassent à la relation 

[1] AB-hBÎ!H-GD...-f.HKH-KÏ = 0. 

Prenons un nouveau point L placé comme on voudra sur Taxe X'X. 
Entre les segments déterminés par les trois points A, K, L, quelle 
que soit leur disposition, on a la relation 

[2T ÂK-hKL-l-LA = 0. 
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Additionnons ces deux égalités, en remarquant que AK + KA = 0, 

il reste 

[3] AB-|-BCh-(!D...4-HK-+.KLh-LA = 0. 

Le théorème est donc général* 

!•!. Projection d^nn point mur un axe. — Projection d*nn 
oefpnent de droite. ' — Plans projetants. — Ll|^es projetantes. 

— Soit un axe X'X et un plan fixe P qui coupe cet axe. On appelle 
projection d'un point A de Tespace sur Taxe X'X le point a où le 
plan parallèle à P mené par le point A rencontre Taxe de projection. 

— Soit un segment de droite AB, 
a et fr les projections des points 
A et B; si un mobile H parcourt le 
segment AB, sa projection m par- 
court le segment ah en allant de a 
en b. Ce segment ab pris sur Taxe 
X'X est la projection du segment^ AS 
de l'espace, ce segment ab étant 
positif s*il est parcouru par le mobile m dans le sens X'X, et néga- 
tif si m, allant de a en &, marche dans le sens XX' (fig. 114). 

Le plan mené par un point A parallèlement 
au plan P est le plan projetant ce point. On 
peut ainsi projeter une figure quelconque de 
Tespace sur un axe. 

Pour projeter une figure plane sur un axe 
situé dans son plan, on peut remplacer les 
plans projetants par des droites projetantes, 
toutes parallèles à une direction Z'Z qui coupe 
Taxe X'X (fig. 115). 

iStl. Projections ortiiogona- 

les. — Si les plans projetants ou 
les droites projetantes sont perpen- 
diculaires à Taxe X'X, les projec- 
tions sont dites orthogonales, sinon 
elles sont obliques. 



Fig. 114< 




Fig. 115. 




"XT 



c hf 

Fig. lie. 



-yr 



les. Théorénie des projections. 

— ha somme algébrique des pro- 
jections des côtés d'un polygone fermé, plan ou gauche, sur un axe 
quelconque, est nulle. 
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Soit le polygone fermé ABCDEFKL (fig. 110), parcouru par un 
mobile M qui, partant de A, va d*abord au sommet B, puis suit tous 
les autres côtés pour revenir au sommet A ; les projections a, fr, c . . . ^^ f 
des sommets déterminent sur Taxe X'X des segments ab, bc, .., la^ 
tels que Ton a, d*aprés le théorème I (n^ i*o), 

"âS-^bc-hcd H-S4-/â=0, 

mais par déflnition 

proj°"(AB) = a?, 
pro/«(BC)=Âc, 

proj»»(LA)=/fl, 
donc 

proj** (AB) -f- projo» (BC) -f- . . . proj«» (KL) 4- proj'" (LA) = 0. 

i#4. BéllataoB. — BésiilUuite d*«B «ontowr polyffonai. — Oi) 

appelle rémltante d'un contour polygonal non fermé, ABC . . . KL, et 
parcouru en allant de A en L, la droite AL qui ferme ce contour, 
c'est-à-dire qui joint le point de départ A au point d'arrivée L. 
Cette droite étant parcourue de A en L, c'est donc le segment AL. 

tes. f*' coroUaire dm Oiéoréaic) des projeetioas. — La somnie 
algébrique des projections des côtés d'une ligne polygonale sur un 
axe quelconque est égale à la projection de la résultante du contour 
sur cet axe» 

En effet, si l'on considère (fig. 116) le polygone ABC . . . KLA, on 
sait que Ton a (n^ IM) 

proj«« (AB) 4- proj« (BC) -h . . . proj«» (KL) -h proj«" (LA) == 0, 

or 

proj«" (LA) = — proj'* (AL) 

puisque ce sont deux segments égaux et de signes contraires al et la. 
Donc 

prof» (AB) -h proj*»" (BC; ... -h proj«» (KL) — proj^» (AL) = 
proj»» (AB) + proj«» (BC) ... -h proj«>» (KL) = proj« (AL). 



ou 
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i«0. Corollaire II. — Si deux lignes j)olygonales ont les mêmes 
extrémités, les sommes algébriques des projections de leurs côtés sur 
un même axe X'X sont égales. 

Car chacune de ces sommes est égale à la projection de la résul- 
tante, qui est la même pour les deux contours. 

fBl, Remarques. — I. On peut énoncer indilTéreniment le théo- 
rème des projections sous sa forme primitive ou sous la forme du 
corollaire I. Car il revient au même de dire qu*un contour poly- 
f2:onal est fermé ou que sa résultante est nulle; et dans ce cas, la 
projection de cette résultante est nulle aussi. 

II. Pour abréger le langage, nous appellerons projection d'un 
contour polygonal sur un axe, la somme algébrique des projections 
de tous ses c6tés. 

§•8. Angle de de«x direetioms. — Soient deux segments AB et CD, 
ces deux segments déterminent dans l'espace deux directions, puisque, 
d*aprés la définition, le premier est parcouru en allant de A vers B, 
le second en marchant de C vers D; si à partir d*un point on mène 
les axes OX, OY respectivement parallèles à AB et CD, et de même 
sens que ces segments , on appelle angle des directions AB et CD 
Fangle, compris entre et tt, formé par ces 
deux axes (fig. H 7) . Si les segments AB, CD 
sont parallèles et de même sens, langle 

XOY est nul; s'ils sont parallèles et de sens 
contraire, OY est dans le prolongement de 

OX,X0Y = ir. 

Mais en général on a vu en trigononié- f\s. ht. 

trie que deux axes tracés à partir d'un 

même point peuvent faire l'un avec l'autre une infinité d*angles. 
Soit en effet « l*angle compris entre et tc formé par OX et OY; si, 
après avoir fait tourner l'un des axes, OX par exemple, de l'angle a, 
pour l'amener à coïncider avec OY, on continue la rotation autour du 
point 0, soit dans un sens, soit dans un autre, à chaque coïncidence 
nouvelle l'angle se trouve augmenté ou diminué d'un multiple de 2w ; 
donc, en désignant par oo l'un quelconque des angles que peuvent faire 
les directions données, on a 

(i>=:=a-h2tz, 

/: étant un entier quelconque positif, négatif ou nul. Tous ces angles 
ont les mêmes lignes trigonométriques. 
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IM. Pjrojeca^a ortiioffoiuae* — Théorème II. — La projection 
orthogonale d'un segment de droite AB est égale en grandeur et en 
signe au produit de ce segment, pris avec son signe, par le cosinus de 
r angle que font la direction positive du seg- 
ment et la direction positive OX de Vaxe sur 
lequel on projette» 

l^** cas, — Supposons que» le segment AU 
étant positif, sa direction fasse avec la direc- 
tion positive OX un angle aigu a (fig. 118). 
Menons par A et par B les plans proje- 
tants P et Q perpendiculaires à X'X, qui 
coupent X'X en a et b, et par A la droite AX| 
parallèle à OX et de même sens; cette droite rencontre le plan Q en B', 
et puisque Tangle a est aigu, AB et AXj sont du même côté du plan P; 
donc 

proj''»(ÂB) = Âr = âJ 

et ces segments AF et ab sont positifs. 
Hais dans le triangle rectangle AB'B on a 



V 



FifiT. 118. 



donc aussi 
ou 



AB' = ABcosa 

ab =-• AB cos % 

prof" (ÂB) =ÂB cos a. 



2« cajs, — Supposons que, le segment AB étant encore positif, sa direc- 
tion fasse avec la direction positive OX de 
Taxe de projection un angle obtus a (fig. 119). 
Menons encore les plans P et Q perpen- 
diculaires à X'X et AXj parallèle à OX et de 
' même sens ; langle oc étant obtus, les droites 
AB et AX| sont situées de part et d*autre du 
plan P, donc la projection de AB, c'est-à- 
dire afe, est dirigée à partir de a dans le 
sens OX'. Donc 






inr 



1/ V 

Fijf. 119. 



proj«" (ÂB) = — aft = ~ AB'. 
Mais dans le triangle rectangle AB'B on a 

AB' = AB cos B' AB = — AB cos a, 
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3« ca$. — Supposons enfin le segment AB négatif. Spit l'axe Z'IZ 
sur lequel est. compté ce segment, IZ' étant le \ 

sens négatif (fig. 120). 

Menons à partir de A la ligne AX^ parallèle 
à OX et de même sens que OX, a étant l'angle 
géométrique aigu ou obtus que fait avec AX, la 
direction AB ; d après les deux cas précédents, 
si le segment AB était dirigé dans le sens posi- 
tif» on aurait 




proj*"* (AB) = AB cos a 



mais 



~5 

Fig. 120. 



H 



AB= AB, 



et l'angle que fait la direction IZ des segments positifs avec la direc- 
tion positive OX est le supplément de oc. 
Donc 



a = n — XjAZ 



cos a = 



-cos 



(x'iAz) 



et 



proj«» (AB) = — AB (,— cos 



Ab(— cosX^z)=ï 



ABcosXjAZ, 



x\ 



et l'angle X^AZ est l'un quelconque des angles que font la direction 
positive de l'axe de projection et la direction positive de l'axe sur 
lequel est compté le segment AB. On sait que tous ces angles ont le 
même cosinus, que nous désigne- 
rons par cos(OX,lZ). 
On a donc dans tous les cas 

projo" (ÂB) = AB cos (OX, IZ). 

i90. Expresstoa de la pro- 
Jcctioa orOios^^B*^^ d*wie Ilf^e 

bHsée ««r mi axr. — Soit une X ô ^ 

ligne brisée ÏABC ... HKL (fig. 121), fig. lîi. 

parcourue par un mobile qui, par- 
lant du point 1, va successivement en A, B, C . .. L, chaque côté 
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du contour ayant un sens positif et un sens négatif; posons pour 
abréger : 

lK=a 

BC ==c ^ a, 6, c, ... / étant des nombres positifs ou négatifs, 

KL=/ 

et désignons par «, p, y, . . . X les angles des directions positives de 
chaque segment avec la direction positive de l'axe de projection ; on 
aura, d'après le théorème des projections et le théorème III (n^ iM, 
tu et te»), 

proj*»" (IL) = a cos a -h fr cos p . . . -f- / cos X 

et si Ton désigne au»si par r la valeur algébrique de la résultante IL, 
et par p Tangle que fait sa direction positive avec OX, 

r cos p = a cos a H- 1 cos p . . . -h / cos X = 2 (a cos a). 

Et si le contour polygonal est fermé, c est-à-dire si le point L 
coïncide avee le point I, 

2 (a cos a) = 0. 



EXERCICES 



1 . Trouver sous quelles conditions la projection d'une ligne polygonale 
sur un axe X'X peut être nulle. 

2. Démontrer que, pour qu'une ligne brisée plane soit fermée, il faut et 
il suffît que les projections de ce contour polygonal faites parallèlement à 
deux directions distinctes et sur deux axes diflërents situés dans son plan 
soient nulles Tune et l'autre. 

5. Démontrer que, pour qu'un contour polygonal gauche soit fermé, il 
faut et il suffit que les projections de ce contour faites parallèlement aux 
trois faces d'un trièdre sur trois axes différents soient chacune nulle. 

4. On donne un contour polygonal ABC... KL dont la résultante est AL 
et un axe de projection X'AX dont la direction positive AX fait avec AL un 
angle 6. Trouver dans l'espace le lieu géométrique des axes tels, que la 
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projection du contour polygonal soit la même sur chacun d'eux. — Cas où 
Tangle est droit. 

5. On projette un triangle équilatëral sur une droite quelconque tracée 
dans son plan. Calculer Tangle que cette droite doit faire avec Tun des 
côtés du triangle pour que la somme des cubes des projections soit nulle. 

6. Démontrer que la somme des n~ puissances des projections des côtés 
d'un polygone régulier sur un axe quelconque situé dans son plan est 
nulle quand l'exposant n de cette puissance est impair et inférieur au 
nombre des côtés du polygone. 

7. Un polygone régulier de n côtés étant inscrit dans une circonférence 
de rayon r, on trace les cordes qui joignent un point quelconque M de la 
circonférence à tous les sommets du polygone. Démontrer que 

!• La somme des carrés de toutes ces cordes est égale à 2nr« ; 

2* La somme des quatrièmes puissances de ces cordes est égale à 6nr^. 

8. On donne trois axes OX, OY» OZ menés à partir du point dans un 

même plan, soient iOZ = a, ZOX=p, XOY = Tf. Démontrer qu'on a tou- 
jours entre les cosinus de ces angles la relation 

cos* a -f cos« p -f- cos* Y — 2 cos a cos p cos t = l • 

9. Démontrer que la somme des carrés des projections orthogonales 
d'une longueur OH sur deux axes rectangulaires OX, OY est constante quelle 
que soit la direction de OM. 

iO. Démontrer que la somme des carrés des projections orthogonales 
d'une longueur OM sur trois axes rectangulaires OX, OY, OZ est constante 
et égale au carré de OM. 

il. Démontrer que la somme des carrés des cosinus des angles que fait 
une droite OM avec trois axes rectangulaires quelconques est toujours égale 
ai. 

12. Démontrer que la projection de Taire d'un triangle sur un plan est 
égale à l'aire de ce triangle multipliée par le cosinus de l'angle des deux 
plans. 

13. Étendre cette propriété à la projection d'une figure plane quel- 
conque. 

■ 14. Démontrer que la somme des carrés des projections d'une aire plane 
sur trois plans rectangulaires quelconques est égale au carré de cette 
aire. 



Digitized by 



Google 



CHAPITRE VI 

DES COORDONNÉES 



191. Objet de la i^éométrie amalyUqae. — La géométrie ana- 
lytique a pour but l'étude des figures par les procédés du calcul ou 
de Vancdyse algébrique. 

Descartes (1637) agrandit considérablement le domaine de lai- 
gèbre par lusage des exposants pour la notation des puissances, 
rinterprétation des racines négatives des équations, et enfin par la 
représentation des figures à laide des symboles algébriques, mon- 
trant comment toute courbe peut être représentée analytiquement 
par une équation à deux variables et 1 étude de ses propriétés géo- 
métriques ramenée à Tétude algébrique de cette équation. 

fyt. CoordoDiiées d*im point. — On détermine la position 
d'un point dans un plan au moyen de deux quantités que l'on nomme 
les coordonnées de ce point. 

Un point étant l'intersection de deux lignes, un ensemble de deux 
lignes données et bien définies qui doivent se couper en M constitue 
un système de coordonnées. Il existe une infinité de systèmes de 
coordonnées; nous nous bornerons à indiquer les plus simples et les 
plus usuels. 

i9S. Coordonnées reetillKne». — Tont point d*nn plan m 
deux coordonnées rcetilt|^efi. — On sait déjà que la position 
d'un point A sur une droite X'X est dèter- 



^1 ■ • < — ' — > 3j minée quand, après avoir marqué sur cet 

p.^, ^22 axe un point de repère fixe appelé ori- 

ginCf .on donne en grandeur et en signe 

la distance OA comptée à partir de l'origine positivement dans le 

sens OX, négativement dans le sens OX'. Celte distance algébrique, 
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quon appelle Vabêciae du point et que nous désignons par x, peut 
donc varier de — oo à -H <» (fig. 122). 

Ainsi l*abscîsse de A est a: = -h OA 
et cclîodc A' est x = — OA' 

Quel que soit le point A pris sur X'X, on a donc toujours x = ÔÂ. 

Prenons mainlcnant deux axes de coordon- 
nées X'OX, Y'OY qui se coupent en et choi- 
sissons sur ciiacun d'eux uii sens positif et un 
sens négatif (fig. 123). Soit )l un point du plan ; 
si par M on trace des pnr.i1ièles aux axes, la 
parallèle à Y' Y coupe X'X en un point A dont 
l'abscisse prise avec son signe détermine la 
ligne Tl. C'est Yahscme de tout point M pris 
sur cette droite. 

On a donc x = OA 

La parallèle à X'X coupe Y' Y en B, le segment OB pris avec son 
signe, positivement dans le sens OY, négativement dans le sens OY', 
détermine la position de la droite V'V : c'est V ordonnée de tout point 
M situé sur cette droite; nous la désignons par y, et Ton a 

y = ÛB. 

Vabscme et Yordonnée x = OA, y =0B sont les deux coordon- 
nées rectilignes du point M. 

Tout point tel que A donné sur Taxe X'X aune ordonnée nulle; ses 
coordonnées sont donc 

x = Ok j/ = 0. 

De même tout point B situé sur Taxe Y'Y a une abscisse nulle, ses 
coordonnées sont 

a;=0 y = m. 

Pour le point les deux coordonnées sont nulles 

x = y = 0. 

Ainsi tout point du plan a deux coordonnées bien déterminées en 
grandeur et en signe. 
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Ces coordonnées» inventées par Descartes, sont appelées aussi coor- 
données cartéûenneè. 

194* Béclproquement, (ont •jmtèwa^ de ^alcara de* deux 
coordoMiiée* détermiM mm polat da plan» et ma seal. 

En effet prenons une abscisse ;r = OA et une ordonnée y = OB. 
Ces deux quantités algébriques déterminent Tune un seul point A sur 
X'X, Tautre un seul point B sur Y' Y; les deux parallèles aux axes Z'Z 
et V'Y menées respectivement par A et par B sont donc bien déter- 
minées et se coupent en un point unique M du plan. Celui-ci est donc 
déterminé par ses deux coordonnées rectilignes. Et si Ton fait variei' 
X et 1/ de — 00 à -h 00 , on peut obtenir successivement tous les 
points du plan. 

i9S. Remarqce I. - Si Ton n'avait pris soin d'attribuer un signe 
à chaque coordonnée, à leurs valeurs numé- 
riques correspondraient quatre points du plan 
-^ M, N, P, Q, entre lesquels il y aurait confusion, 
'/ puisqu'une même longueur donnée peut être 
/ portée soit sur OX, soit sur OX' et de même sur 
f l*axe des y\ mais les quatre points M, N, P, Q se 

distinguent nettement les uns des autres par 
les signes de leurs coordonnées. Ainsi, en suppo- 
sant les longueurs OA et OA' égales à deux 
F'g. 12*. unités, OB et OB' valant trois unités (fig. 124), 



lies coordonnées de M sont 


x = -f-2 


y=-4-3 


— de N sont 


.c=^ — 2 


2/ = + 5 


— de P sont 


.r = — 2 


y = -5 


— de Q sont 


x = -f-2 


y = --3 



i9S. Remarque U. — L*abscisse x d*un point M est en grandeur 
et en signe la projection de OM sur Taxe X'X, projection faite parallè- 
lement û OY et Tordonnée y du point est en grandeur et en signe la 
projection faite parallèlement à X'X de OM sur Taxe Y' Y. 

199* Contour des coordonnées d*nn point* — Résultante de 

ee contour. — Si dans la figure (123) on considère les deux stig- 
ments OB et AM, ces deux segments sont égaux, parallèles et de 
même signe; on peut donc remplacer l'un par Tautre et dire que 
Tordonnée du point M est égale en grandeur et en signe au segment 
AM. Cela dispense de tracer la droite V'Y. 
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La ligne brisée ÔA 4- ÂM est ce qu*on appelle le contour des coor- 
données du point H, sa résultante est OH (fig. 125). De raômeÔA'-l-A'M' 
est le contour des coordonnées du point M'. 

Donc^ quel que soit Vaxe sur lequel on 
jn*ojetie le contour des coordonnées d*un 
pointf cette projection est toujours égale à 
celle du segment de droite qui va de Vori- 
gine à ce point. 

i9S. C?oordofluiées recUuisnIaIrea. — 

Les définitions précédentes permettent de 

prendre pour axes de coordonnées deux axes ^^^' *^- 

tels, que Tangle XOY formé par leurs parties positives soit un angle 
quelconque aigu ou obtus, compris entre et tc; les coordonnées 

sont alors obliques. Si Tangle XOY est droit, on 
dit que les coordonnées sont rectangulaires. 
Les calculs qui en résultent sont généralement 
plus simples, et c'est le système que nous ua y \ 

emploierons désormais. Les coordonnées d*un ^ — -^^ ^^ 

point M sont alors les projections orthogonales 

de la droite OH sur les deux axes, et leurs . 

valeurs absolues sont égales aux distances de 

ce point à chacun des axes (fig. 126). ^'^' *^- 

IM. Nottoa des coordonnées polaires. — On peut aussi déter- 
miner très simplement la position d*un point de la manière suivante : 
Soit un point fixe appelé pôle, OX un axe fixe 
appelé axe polaire (fig. 127). Si on donne la 
longueur p du rayon vecteur OH et Tangle (o que 
fait ce rayon avec Taxe, la position du point U 
est déterminée, pourvu que Ton convienne du 
sens dans lequel on compte l'angle co à partir 
deOX. 

On peut dire que le point H est Tintersection 
de la circonférence décrite du point avec le rayon p, et de la demi- 
droite OZ qui fait avec OX l'angle a>. 

L'angle a> et le rayon p sont les deux coordonnées polaires du 
point H. Il suffirait de faire croître co de à 2?^ et p deO à + <3o 
pour obtenir tous les points du plan. 

Pour plus de généralité, on est conduit à attribuer des signes à 

LAUXiT. — C03IPL. D*AI-C. 11 
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l*angle ta et au rayon p ; Tangle o> peut alors varier, comme en trigo- 
namétrie, de — x> à + oo et le rayon p, considéré comme négatif 
si la longueur est portée en sens contraire de la direction OZ indi- 
quée par la valeur de a>, pourra aussi croître de — oo à + <3o . 

i80« Mojem de passer des eoordouiées cartésieanes reeUui- 
Ifalalres aax eoordoiinées polaires, et réetproqueatent* — 

1^ L*abscisse x d*un point M étant la projection orthogonale de OH 
sur X'X et lordonnée y étant celle de OM sur OY, il en résulte 
(n® 190) que, quelle que soit la position du point M dans Fun quel- 
conque des angles formés par les axes X'X et Y' Y, on a toujoui*s 
(fig. 126) 

[1] a: = pcos<D 

[2] y=pcosû)i 

et comme Tangle a)| de OM avec Oy est égal, au signe prés, au com- 
plément de u>, la relation [2] revient à 

2^ == p sin u>. 

2? Inversement, si on donne les coordonnées polaires co et p d'un 
point M, des relations 

[1] X=pCOSa) 

[2] y = p sin ft) 

on déduit en faisant la somme des carrés 



x*-f.y«=:p«, d'où p=r4-Y/j:»-4-y'. 
Les valeurs de cos (o et sinus ai sont alors 

cosa) = - sin<D = - 

P P 

les signes de cos a> et de sin a> étant respectivement les mêmes que 
ceux de x et de y, puisque Ton ne prend que la valeur absolue du 
rayon p. Gela détermine donc une direction de OH, et une seule. 

L'emploi des coordonnées polaires est surtout commode pour 
l'étude des figures dont Tune des génératrices tourne autour d'un 
point fixe. 

191. Ëqaatloii d'iuie tlfiie. — Thëohème. — Une ligne plane 
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petit être représentée par une équation entre les coordonnées de 
chacun de ses points. 

En effet, soit une ligne plane AM6 (fig. 128), x et 2^ les coordon- 
nées OP et PH d*un point M quelconque de cette ligne, pour une 
position donnée du point M. Ces coordonnées sont déterminées, et 
quand le point H se déplace sur la ligne AB, ses deux coordonnées 
varient simultanément, mais non d une façon arbitraire, car si Ton 
donne à l'abscisse x une valeur particulière, 
la valeur correspondante de Tordonnée ij en 
dépend. Donc y est fonction de x et la nature 
de cette fonction dépend de la nature de la 
ligne AHB. 

Quand cette ligne est définie géométrique- 
ment, en écrivant algébriquement les condi- 
tions qui permettent d'en construire un point 
quelconque, on déduit de ces relations une 
équation entre les coordonnées x et y d un 
point quelconque de la ligne et les données constantes qui la défi- 
nissent : c'est ce qu'on appelle Véquation de la ligne, 

f 8t. Réciproque. — Une équation entre deux variables xety re- 
présente généralement une ligne. 

En effet, 1® si Téquation donnée est résolue par rapport à y, c'est- 
à-dire de la forme 

y étant une fonction explicite de x, on a 
vu précédemment (n^ »•) que, si cette 
fonction est continue, à chaque valeur de x 
correspond généralement une valeur de y 
et Ton peut tracer une courbe continue 
AMNM'N'B représentant les variations de 
la fonction (fig. 129). 

S'il arrive que y soit discontinue pour certaine valeur particulière 
de X, la courbe présente une solution de continuité, se compose 
d'arcs distincts, AB, CD, et l'ordonnée y peut passer subitement de 
— 00 à H- 00 . 




Par exemple. 



ox 



^ x — i 
devient discontinue pour x = l (fig. 150). 
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Si la fonction y cesse d*étre réelle quand x varie dans un certain 
intervalle, il n'y a aucun arc de courbe correspondant à ces valeurs 

dex. 
Ainsi soit 

_ X — 5 

^"^(ar— l)(a: — 2) 

y reste imaginaire pour toute valeur 
de X comprise entre 1 et 2. 

2<» Si Téquation n'est pas résolue 
par rapport à y, c est-à-dire est de 
la forme 




[1] 



A^.y)=o 



y est alors une fonction implicite de x. 

Cliaque couple de valeurs réelles de j: et de y satisfaisant à cette 
équation détermine un point du plan. Et l'équation est généralement 
vérifiée par une infinité de systèmes de valeurs réelles de x et dey. 

Donnons à x une valeur particulière x=ia = OK (fig. 151), l'équa- 
tion [1] étant par exemple du 3« degré par rapport à y devient 



/ (a » y) = et donne les solutions 



de même 



pour 



x = a 



on aura 




y = — AM 
|y = -hAP 

|î/ = + A'F 



et ainsi de suite. Si on fait varier x 
d'une manière continue, chaque valeur 
de y varie aussi d'une manière conti- 
nue et les points MM'M^ PPT", QQ'lT 
se déplacent sur le plan et décrivent 
chacun un arc continu de courbe. 

Si, pourx= a" = OA", l'équation 
f(a", y) = a une racine nulle, la 
courbe a un point M" situé sur X'X. 
Si, pour a: = a, = 0A„ l'équation 
/*(fli, y) = a une racine double, les points M et P viennent se con- 
fondre en M4 ; en ce point la tangente à la courbe est parallèle à OY. 



Fig. 131. 
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Si, pour x = a^ = 0A„ Téquation /*(a, , y) = a deux racines ima- 
ginaires, les points H et P disparaissent : il n*y a plus qu*un point 
réel Q, situé sur la courbe. 

iM. Remarque I. — Cas où. «ae éqmiaoa n*est vérlllée q«e 
par certaines valeurs |»ar(icall«res de X et de y. — Quelquefois 
il n existe qu'un seul point réel du plan dont 
les coordonnées vérifient Téquation donnée. 

Ainsi, Téquation 



n*e$t satisfaite que quand on y fait 

la ligne qu*elle représente se réduit au point 0. 
De même 

(x — a)«-+.m«(y— 6)«==0 

n*est vériflée que par 



Jî- 




Y' 




•A 


X' 1 


ô 


; ^ 


p 




Y 



Fig. 132. 



x = a 



y = b. 



Soit encore 



{x« — a^y 4- m* (y« — fc*)« = 



Cette somme de carrés ne peut s*annuler que si les deux carrés 
deviennent nuls simultanément ; Téquation se ramène aux systèmes 



suivants 



(y + t)«(»-fc)* = 



dont les solutions communes sont les quatre «suivantes : 



.r = - 



x = — a 



^ x = a 



x = a 



L*équation représente donc les quatre points ainsi déterminés 
M, N, P, Q (fig. 132). 

f 9-i« Remarque II. — Cas où. réqaatlom B*est Tértllée par les 
eoordomiées d*aaeaa point réel. — Certaines équations ne sont 
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satisfaites par aucun système de valeurs réelles de x et de y. Ainsi 

3(j: — a)i + 4(y_j)«4-c« = 0. 

On dit alors que la ligne qu*clle représente est imaginaire, 

IM. Éqiiatloiiii en coordonnées polaires. — Les raisonnements 
que nous venons de faire à l'aide des coordonnées rectilignes x ^iy 
s'appliquent également aux coordonnées po- 
laires. Quand un point M décrit dans le plan 
une ligne donnée AB (fig. 153), son rayon vec- 
teur p varie avec Tangle w dont il dépend, et 
la ligne est représentée par une équation 

Fig. 133. 

Réciproquement, une équation entre w et p 
représente généralement une ligne. 

i86. Coneinslon* — Prlnel|iau3K problèmes que la géométrie 
analytique permet de résoudre. — On voit par ce qui précède que 
par l'emploi d'un système de coordonnées on peut ramener l'étude 
d'une figure géométrique à une question d*algébre. La géométrie 
analytique comporte donc trois questions fondamentales : 

1° Une figure étant définie géométriquement, trouver son équation ; 

2<» Une équation étant donnée, construire la figure qu'elle repré- 
sente ; 

5** Étudier les propriétés géométriques des figures à l'aide des pro- 
priétés algébriques de leurs équations. 
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CHAPITRE VII 



ÉOUATIONS DE QUELOUCS COURBES SIMPLES DÉFINIES atoMËTRIQUEMENT 



i8V. cijreoaffércBce* — Une Circonférence est le lieu des points 
du plan dont la distance à un point fixe appelé' centre est constante 
et égale à une longueur donnée qui est le rayon. 

Prenons le centre donné pour origine et deux axes de coordonnées 
rectangulaires passant par ce point ; soit H un point quelconque du 
lieu (fig. 134), et traçons son ordonnée et le rayon OH; le triangle 
rectangle OPH donne la relation 



[^ 



OP' 



.PM' = OM* 



ou 



X* -h y* = r* 



Quel que soit le point H pris sur la courbe, ses coordonnées x et y 
sont toujours liées par Téquation [1], car on aura toujours 



x = ±Of, 



y = ±PM 



dont les carrés sont OP* et PM*. Et récipro- 
quement, tout point dont les coordonnées 
vérifient Téquation [1] est sur la circonfé- 
rence. C'est donc bien Véquation de la cir- 
conférence rapportée à ce système de coor- 
données. 

De même si on prend le point pour pôle 
et OX pour axe polaire on a pour tout point H 




[2] 



p==i 



quel que soit l'angle w. L'équation [2] est l'équation du cercle en 
coordonnées polaires. 
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IM. Ellipse. — Équation éie la courbe. — Lellipse e$l le lieu 
géométrique des points du plan dont la somme des distances à deux 
points fixes appelés foyers est constante. 

1* Cherchons diaprés cette définition Téquation de la courbe. 
Soient F et F' les foyers donnés, désignons 
leur distance par 2c ; H un point quelconque 
de la courbe; appelons 2a la somme de ses 
distances aux deux foyers (fig. 155). 

Prenons pour axe des x la ligne des 
foyers et pour axe des y la perpendiculaire 
élevée au milieu de cette droite. Le triangle 
FMF' ne peut exister que si FF'<MF-hMF', 
c'est-à-dire ic < 2a. C'est la condition im- 
posée aux constantes données. Les coordon> 
nées du foyer F sont c etO. Celles du foyer F' 
sont — c et 0. 
Traçons lordonnée PH du point H. Le triangle rectangle MPP 
donne toujours 

PH' 




[i] 



MF" = FF 



et le triangle rectangle HPF' donne de même 

[2] 



MF'' = F'P*-f-PM' 



Or, suivant que le point M est au-dessus ou au-dessous de X'X, on 
a y = -f-PM ou y = — PM; donc dans tous les cas, y' = PM*. 

D'ailleurs, si nous traçons OM, FM est la résultante du contour 
FOM, et F'M est la résultante de F'OM. Donc, d'après le théorème des 
projections {n^ i«s), on a toujours 

FP = proj " (FM) = proj^» (FO) -+- proj«» (OM) z= — c + x 
FT == projo» (F'M) = proj«" (FO) -h proj»» (OM) = h- c -f- a: 

Car le segment FÔ est parcouru dans le sens des x négatifs, et le 
segment F'O dans le sens positif; donc les égalités [1] et [2] devien- 
nent 

[il M' = (x-cy^y' 

[2] W'=(T-hcy-^y' 



Digitized by 



Google 



f 



ÉQUATIONS DE QUELQUES COURBES SIMPLES. 169 

Retranchons membre à membre 

MF' — MF' = (x+c)»— (x— c)»==4cr 
c'est-è-dire 

(Mf ' — MF) (MF' -f- MF) = ic£ 

Mais, d*aprës la définition, 

[S] . MF' -f- MF = 2a 

donc 

[4] MF'~MF = i^== — 

En additionnant et retranchant les égalités [5] et [4], on a donc 

MF' = a-+-- MF = fl — — 
a a 

Si enfin nous substituons Tcxpression de MF.dans Fégalité [1], nous 
obtenons Tèquation 



ou 



(a-^y=(x — c)«H-y« 



ou 

(a* — c«)^ + y* = a« — c* 

5fais par hypothèse on a a>c, a} — c* est donc positif; posons 
a} — c' = fc', Téquation devient 

ou, en divisant tous les termes par fr*, 

C'est Y équation de VelUpse rapportée au système d'axes que nous 
avons choisi. 
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iM« IlIspositloB générale de l'ellipse déduite de son équa- 
tion. — L'équation trouvée [E] met immédiatement en évidence les 
propriétés générales de la courbe. 

Si on la résout par rapport à ^, on a 



y=^±-\/a' — x' 



Donc y n*est réel que si û* — x* est > : ce qui impose à x la con- 
dition d'être compris entre — c et -h a ; la courbe est donc limitée 
dans le sens des x positifs et dans le sens des x négatifs, et comprise 
tout entière entre les parallèles AZ, A'Z'. Déplus, à chaque valeur de 
.r, a: = OP, comprise dans cet intervalle, correspondent deux valeurs 
de y égales et de signes contraires : donc deux points M et M' de 
la courbe symétriques par rapport à X'X. — Pour ^ = a et pour 
x = — a, on a y = ; ce qui donne les points A et A'. 
De même, en résolvant par rapport à x, on trouve 



x = ±-^sjb'-y^ 



ce qui montre que la courbe est comprise entre les parallèles BV, 
B' V menées à X'X par les points B et B' qui ont pour ordonnées -H b 

et — 6, et qu'à chaque ordon- 
^ ,z "ée OQ comprise dans cet 

intervalle correspondent deux 
abscisses égales et de signes 
contraires; la courbe est donc 
encore symétrique par rapport 
à Taxe Y' Y (fig. 136). 

Pour y=b et pour y= — b, 
on a a; = 0, ce qui donne les 
points B et B'. 

Enfm, si on prend le point H''' 
symétrique de M par rapport au 
point 0, l'égalité des triangles OMP, OM'"P' montre que les coordon- 
nées de ce point sont égales et de signes contraires à celles du 
point M; donc elles vérifient l'équation comme les coordonnées du 
point M. La courbe a donc pour centre le point 0. 

On déduit aiiisi de l'équation les propriétés déjà connues parla 
géométrie. 
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tWQ. Hyperbole. — Équation de la eonrbe. — Lhyperbole 
est le lieu des points du plan tels^ que la différence des distances de 
chacun d'eux à deux points fixes appelés foyers est constante. 

Prenons encore pour axe des x la ligne des foyers, dont nous dési- 
gnons la distance par 2 c et pour 
axe des y la perpendiculaire éle- 
vée au milieu de FF'; soit 2a la 
diflerence des distances d*un point 
quelconque M de la courbe aux 
deux foyers (fig. 157). 

On aura donc 



MF' — MF = 2a 




ou 



M'F — M'F = 2a 



suivant que le point considéré est plus rapproché de F que de F', ou 
plus près de F' que de F. 

Dans Tun et Tautre cas, pour que le triangle MFF' ou le triangle 
M' FF' existe, il faut qu*on ait 

2c>2a donc c>a 
Raisonnant comme pour Tellipse, on voit qu*on a pour un point M 



[11 JW^ 
[2] MF^ 



\r =FP*-f-PM» = FF*-i-î/« ) 



Mais 



PP == proj<»» (F'M) ±= proj«» (F'O) -h proj**» (OM) =c+x 
FP = proj*» (FM) = proj«» (FO) -h proj*^» (OM) ^z — c-^x 
donc 

MF"'*-MF* = (c + x)* — (x — c)« = 4cx 

ou, comme MF' — MF = 2a, 

MF'H-MF = — 
a 



MF' =— - 
a 



a 
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donc, en substituant dans Tégalité [1] l^expression de HF' et celle 

dcFP, 

ou 

ou 

(c«-a«)J-y« = c« — a» 

Or, puisque par hypothèse c>> a, on peut poser c* — a* = b* et, on 
divisant tous les termes par b*, on a Téquation 

S'il s'agit d'un point M' tel que MT — MT' = 2a, les égalitës [i] et 
[2] deviennent 

Or 

FF = proj*'» FSF = proj°» (FÔ) -f- proj«» (ÔiF) = — c H- x 
FF = proj<>» F¥' = proj" (PÔ) H- proj<« (OM') = c -f- .r 



donc 

ou 

d'où 

et 
donc 



M'F' — M'F' =FP''~F'P'" 

2a(M'FH-M'F') = (x — c)» — (t + c)« 



2c r 
M'F-hM'F' = — — 
a 



M'F — M'F' = 2a 



M'F = a — - et M'F' = — a— ~ 
a a 
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Donc, en remplaçant M'F et FF dans Tégalité [1], on a 



175 



ou 






et par conséquent on arrive encore, en posant c* — a* = b*, à l'équa- 
tion 



[H] 



0} b^^ 



Cette équation, qui convient au point M' comme au point H, est 
V équation de V hyperbole, rapportée aux axes que nous avons choisis. 

191. DliipositioB générale de la courbe déduite de sou équa- 
tion. — L'équation [H] résolue par rapport à y donne 



^ a 

ce qui montre que y n*est réel pour aucune valeur de x comprise 

entre a et -+- a. 11 n'existe donc aucun point de la courbe dans la 

région du plan comprise entre les 
parallèles AZ, A'Z' à Taxe des y. 

Pour a: = d: a on a y = 0. Ce 
qui donne le point A et le point A' 
sur Taxe X'X (fîg. 138). Mais à 
chaque valeur de x, telle que 
a: = OP, comprise dans Tun des 
intervalles de — oo à — a, ou 
de + a à -h 00 , correspondent 
deux valeurs de y égales et de 
signes contraires : ce qui donne 
deux points tels que M et M'; 
Taxe X'X est donc un axe de sy- 
métrie. 

Quand x croît en valeur abso- 
lue, la valeur absolue de y croît 

aussi au delà de toute grandeur; la courbe se compose ainsi de deux 
branches séparées et s'écartant chacune indéfiniment des axes de 
coordonnées. 




Digitized by 



Google 



174 GÉOMÉTRIE ANAUTIQUE. 

De même, en résolvant par rapport à jr, ce qui donne 



M(«^ 



on voit qu*à toute valeur de y correspondent deux valeurs de x 
égales et de signes contraires; Taxe Y' Y est donc aussi un axe de 
symétrie. 

IM. Parafcolr. — Équation de Im conrfcr. — La parabole esi 
le lieu des points du plan également distants 
d'un point fixe appelé foyer et d'une droite 
fixe appelée directrice. 

Soient F le foyer et D'D la directrice. Pre- 
nons pour axe X'X la perpendiculaire menée 
du foyer sur la directrice, pour origine le 
milieu de la distance FI; désignons cette 
dislance par /?, elle détermine la parabole : 
c*est ce qu'on nomme le paramètre. Conve- 
nons en outre de prendre le sens OF pour lo 
sens des x positifs. 

Soit H un point quelconque du lieu, x 
et y ses coordonnées (fig. 159). Traçons MF, 
la perpendiculaire HH sur la directrice, et Tordonnée MP du point M. 
On doit avoir 
[1] MF = MH 

Or le triangle MPF donne 




MF = v^MP"-hFP* 

MP* est toujours égal à y*. FP est en grandeur et en signe la projec- 
tion de FM, qui est la résultante du contour FO-hOM; donc 

FP = proj«»" (FO) -h proj<« (OM) = — | -f- r. 

D'autre part, MH = PI = OP -h 01 = x 4- §• 

Donc, en élevant l'égalité [1] au carré et remplaçant MP, FP et Mil 
par leurs expressions, on a 



»'-('-ij'=('-0" 
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OU 



»• =(-!)■- (-0" 



ou enfin 

[PJ y^ = ^P^ 

c'est Y équation de la parabole rapportée au système de coordonnées 
choisi. L'élévation au carré de réalité MF = MH ne donne pas une 
équation plus générale qu'il ne convient, puisque dans la définition 
les distances MF et MH sont des distances absolues et non des segments 
affectés de signes. 

i9S. lNsp<MiltloB générale de la eonrbe déduite de son équa- 
tion. — Si on résout Téquation [P] par 
rapport à y, on a • 

ce qui montre que y n'est réelle pour 
aucune valeur négative dex; la courbe 
n'a donc aucun point situé dans la 
région des x négatifs (fig. 140). Pour 
;r = 0, y=0, c'est le point 0, et à 
toute valeur de a:, x = OP, correspon- 
dent deux valeurs de y égales et de 
signes contraires, donc deux points tels pig. lio. 

que M et M' ; la droite OX est donc un 

axe de symétrie. D'ailleurs, quand x croît indéfiniment, la valeur abso- 
lue de y croît aussi indéfiniment. La courbe se compose donc d'un 
seul arc s'écartant indéfiniment de OX et de l'axe des y. 

194. Clsiiolde de Dloelés. — Déflnltlon et étude gétHuétrlque 
de la eourfce. — On donne une circonférence C, un diamètre OA et 
la tangente en k-, on trace par le point une sécante quelconque sur 
laquelle on porte à partir du point une longueur OM égale à la 
portion de sécante DE interceptée entre la circonférence et la tan- 
gente en X et dans le même sens que DE. 

Le lieu du point M ainsi défini est une courbe appelée cissoïde, que 
le géomètre Diodes a étudiée ef appliquée h la résolution de certains 
problèmes. 
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De celte définition géométrique résultent les propriétés suivantes : 
!• La courbe est par définition du même côté que la circonfé- 
rence C, par rapport à la tangente OY. 
2« La courbe est symétrique par rapport au diamètre OA, car à 
toute sécante ODE correspond une droite 
symétrique par rapport à OA, soit 00' E', 
sur laquelle on obtient le point M', symé- 
trique de H (fig. 141). 

3« Chacun des arcs de courbe OMK, OM'K' 
est tangent en à Taxe OA. — Car si la sé- 
cante ODE tourne autour du point et tend 
vers la direction OA, le segment DE tend 
vers zéro, le segment égal OM tend donc 
aussi vers zéro et, le point H de la courbe 
venant à la limite se confondre avec le 
point 0, la direction limite de la sécante 
devient la tangente en (n^ 4t). 

Les deux arcs OMK, OM'K' ayant en la 
même tangente, et s*arrôtant l'un et Tautre 
en 0, ce point est ce qu'on appelle un point 
de reWoussement. 
, 4» Quand la sécante est inclinée de 45® 

Fig. 141. sur OA, le point B où elle coupe la circon- 

férence est précisément le milieu de ÔE|, 
donc OB = BE|, B est donc un point de la courbe. — Il en est de 
même pour le point B'. 

5« La droite T'AT est une asymptote. Car traçons une sécante OGF, 
et prenons ON = GF; il en résulte que NF = OG, par suite les deux 
triangles FNH et OGI sont égaux, donc NH = GI. 

Or, la sécante tournant autour du point de OX vei's OY, on peut 
prendre Tangle AOF assez voisin d'un angle droit pour que la distance 
GI devienne et reste à partir de là plus petite que toute longueur 
donnée; donc il en est de même pour la distance NH. 

i9S. Équation de la coarfce en coordonnées cartésiennes et en 
coordonnées polaires. — i"* Prenons OA pour axe des x et la per- 
pendiculaire en pour axe des y; soit r le rayon du cercle donné 
(fig. 142). Les triangles OMP, ODQ étant semblables, il en résulte 

MP_DQ 
OF""00 
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Mr W OQXQA QA 



i77 



Mais 


ÔP 


ÔQ" OQ* 


OQ 






MP = y 


OP = a; 


QA=:DR = OP=x 


0Q = 2r — X 


donc 
ou enfin 


y* .r 
x» 2r— x 


T 


Z' 


■ ^ 


T 

B 
R 


[C] 


^'^Sr-x 




^ 


^^ ^ 




» 6 


v 


e r. 


A A 


C'est l'équation de la cissoïde en coor- 
données rectangulaires. 
2» En coordonnées polaires, on a 


V 


— ^ 


T' 



p = OM = DE = OE — OD 



Or 



OE: 



2r 



Fis. 142. 



COSO) 



OD==2rcosû) 



donc 



> = 2r ( cosco) 

\COS (0 / 



ou 



[21 



2r sin' 
cosco 



Mais nous avons vu (n« laio) qu'on a toujours 



.T î/ 

cosa)=- sînû> = - et o* = .r'-hv' 



réquation [2] devient donc 



ou 



f«j:==2rj/* 



LACXAT. — COXPL. D ALG. 
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OU 

et l'on retrouve l'équalion [C] 

y*{'2r — x) = x\ 

È9é. INsposltloB ^Bérale de la eonrbe déd«ltc de 
aoB. — L'équation [C] écrite sous la forme 



'==^^V^ 



-X 

montre que : 

1« y n'est réel que quand x varie de à 2r; la courbe est donc 
comprise entre les deux parallèles Y' Y et T'T. 

2* Pour x = Oj les deux valeurs y se réduisent à zéro, la courbe 
part du point 0. 

5** A une valeur de ;r, x = OP, comprise entre et 2 r, correspondent 
deux valeurs de y égales et de signes contraires ; la courbe a donc 
pour axe de symétrie OX . 

4^^ Quand x tend vers 2r, la valeur absolue de y croit indéfiniment; 
donc les deux branches de courbe» s'éloignant indéfiniment de OX, 
ont la droite T'T pour asymptote. 

5" Cherchons la direction de la tangente en un point quelconque. 
Pour cela, considérons seulement la valeur positive de y, qui corres- 
pond à la branche supérieure de la courbe. 



et prenons la dérivée de y par rapport à x. 



,_ 5x«(2r— jr)^-3:» v/2r— 3; _ grx» — .r» 
^ "" (2r— x)« 2V^ '~(2r—x)x\/x(2r—x) 
(3r — x)x 



(2r—x)\Jx(2r—x) 
ou enfin 

, (Zr — .r)y/.r 

^ ~(2r— x)v/27^^ 

X croissant de à 2r, y' reste positif, y croit constamment. 
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Donc la tangente en fait avec OX un angle dont la tangente est 
nulle (n"" 4t). La tangente en à la courbe est donc Taxe OX lui- 
même. 



Pour 



x = r y' = 2. 



Donc si on joint le point B au point V, milieu de OC, la droite VB 
est la tangente en B» puisque dans le triangle VBC (fig. 141) on a 

r = {r tango ou tango = 2. 

La symétrie de la courbe montre que VB' est la tangente en B'. 

iMf.. Stropholde droite. — DéOnltion et étade géométrique 
de Itt eonrfce. — On donne deux droites rectangulaires X'X, Y'Y et 
un point Xsur\'\;de ce point A on mène une sécante AC sur laquelle 
on porte, de part et d'autre du point C, les longueurs CM = CN égales 
chacune à OC; le lieu géométrique des points UetJi est une courbe 
nommA strophoîde (fig. 145). 

De la définition même il résulte que : 

1® La courbe est symétrique par rap- 
port à X'X. 

2® Quand la sécante AC vient s'ap- 
pliquer sur X'X, la distance OC ten- 
dant vers zéro, les deux points M et N 
viennent l'un et l'autre en 0; donc deux 
arcs de la courbe, décrits respective- 
ment par ces points, passent par le 
point 0. Ce point est ce qu'on appelle 
un point double. 

3"» Quand la sécante AC tournant 
autour du point A tend à devenir pa- 
rallèle à 0^, le point H tend vers le 
point A, car le point M est constam- 
ment à l'intersection de la circonférence 
dont le rayon est CO avec la droite AC. Quand AC tend à devenir 
parallèle à Oy, le point C s'éloigne indéfiniment du point 0, le 
rayon CO augmente indéfiniment et la circonférence qui a pour 
centre C et qui passe par a pour limite la droite X'X elle-même, 
dont l'intersection avec AZ est le point A. 
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4° La tangente en A est la droite AZ, car, A et M étant deux points 
de la courbe, le point H tend vers le point A quand la sécante AHC 
tend vers la position limite AZ. 

5<» Le point N «'éloigne de plus en plus du point A et décrit une 
branche infinie. Cette branche a pour asymptote la parallèle L'IL 
menée à Taxe Oy, à la même distance que AZ. 

Car, si on prolonge la sécante AC jusqu'à la droite L'L en E et si 
de M et de N on abaisse sur AZ et IL les perpendiculaires MK, NH, 
le point C est le milieu de AE et, comme CM = CN, on a aussi 
MA = NE ; donc les triangles rectangles MAK, NEH sont égaux et par 
suite MK = NU. Quand la droite ACE tend vers la direction AZ, MK 
tend vers zéro; il en est donc de même de NH. 

Là branche do courbe OB, décrite par N, s'approche donc indéfini- 
ment de IL à mesure qu'elle s'éloigne de l'axe X'X. — Il en est de 
même pour la branche symétrique OB' décrite par le point N'. 

6<^ Déterminons les tangentes aux deux arcs qui passent par le 
point : ces tangentes sont les positions limites des sécantes OM et ON 
quand les points H et N viennent se confondre avec le point 0. 

Or l'angle Y'CN, extérieur au triangle isocèle COM, est égal au 
/\ 
double de l'angle à la base, COM, et par suite 

COM = |Y'GN 
de même 

Or, quand la droite ACE vient s'appliquer sur AOI, les angles Y'CN, 

Y'CM deviennent respectivement Y'OX', Y'OX, c'est-à-dire ont chacun 
pour limite un angle droit; donc 

/s 

limite COM == I droit 

limite CON = { droit 

Les tangentes en 0, OTet OT', sont donc les bissectrices des angles 
formés par les axes ; les deux arcs qui passent en se coupent ortho- 
gonalement. 

La courbe a donc la disposition de la figure 143. 

198. Équation de la cowhe vm coordonnées 
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en coordoBBécs polaires. — 1® Preûons pour axes de coordonnées 
les deux droites rectangulaires données ; soit a la distance OA prise 
sur l'axe positif OX, a: et y les coordonnée^ du point M situé sur CA 
(fig. 144) ; menons de H la perpendicu- 
laire MF sur Taxe Oy. 

Dans le triangle rectangle MCF» on a 
toiyours 



cm'=cf"- 



FM' 



ou, en désignant par X la distance va- "^ i 
riable CM qui est égale â CO, 




X« = (X — y)»-h.r« 



Y' 

Fig. lU. 



ou 



[1] y^—2Xy^x^ = 0. 

D'ailleurs de la similitude des triangles APM et AOC il résulte 



ce qui donne 



PM_AP y_a--/ 

OC~"AO ^^ X~" a 



a — X 



Kn substituant cette expression de X dans réquation [i ], on a une 
équation entre x, y eia 



ou 



[S] 



y^{a'hx)=x*(a — x) 
, x^{a — X) 



Si, au lieu de prendre le point M, on considère le point N, le triangle 
ONE donne 

X« = (y-X)»-f.x* 
ou 

j/« — 2Xy-f.a:« = 

c'est encore l'équation [1]. 
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La similitude des triangles AQN et AOC donne 

y_kQ_ kO-hOQ _ a — x 
X~AO"~ Ok ^ a 

On arrive donc finalement à la même équation 

x*{a — x) 



[S] y=- 



a-i-x 



qui convient à Tun quelconque des points de la itrophoxde, 

2<» Cherchons une équation entre la distance donnée a et les coor- 
données p et (0 du point H. Dans le triangle AOM on a 



sin A sin OMA 



Mais 



inA===cosO(Li = cos{it— 2C0M)=cosU — 2^^ — wj | = cos2to> 



sm 
et 



/\ /\ /X 

sin OMA = sin OMC = sin COM = cos «o 



donc 

P __ « 





cos 2(0 COSO) 


ou enfin 




[2] 


a (cos* û) — sin' w) 


^ COSW 


Pour le point N, 






p = ON, co = AON. 


Dans AON 






a 




sin A sin OiNA 



inA=cosOCA = cos2N = cos2f o)— |j=cos(2a)— 7c)=— cos2c 
= sin NOC = sin f CD — ô) = — ®*^ ( ô — «»>) = — cos w 



sinONA 
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donc 



cos2oD coso) 

on a bien encore la même équation. 

* X t/ 

Et si dans Téquation [2] on fait cos o) = -» sin o) r= ^ et p'= jr'-hy", 

9 P 

on retrouve Téquation [S] en coordonnées cartésiennes. 

!••. Propriétés générales résnltant de l*éqiuitlo« de 1* 
cowrfce. — L*équation [S] écrite sous la forme 



<=H°â. 



'='V^ 



•X 

montre que : 

\^ y nest réel que pour — a^x^a\ la courbe est donc com- 
prise entre les deux parallèles L'L et Z'Z équidistantes de y' y. 

2<> Pour j: = a, y devient nul, ce qui donne le point A (fig. 143). 

3« Quand x tend vers — a, la valeur absolue de y croit indéfini- 
ment, ce qui montre que la droite L'IL est une asymptote. 

4*» A toute valeur de x, a: =0P, comprise entre — a et -4- a, cor- 
respondent deux valeurs de y égales et de signes contraires; Taxe X'X 
est donc un axe de symétrie. 

5» Si on se reporte à l'étude déjà faite (n<» iSi) de la fonction 

- X 

— • nous avons vu que la seule valeur de x com- 

-X ^ 

prise entre — a et H- a, pour laquelle la dérivée de y s'annule, est 

X = ^^ : ; donc le maximum de y correspond à l'abscisse du 

point qui partage OA en moyenne et extrême raison. 

!••• Problème. — Courbe recomine * Talde de son éqnation. 

— Si, en traitant par le calcul une question géométrique, on trouve 
pour l'équation du lieu cherché une équation déjà étudiée, telle que 
l'une des équations [E], [11], [P], [C], [S] établies précédemment, on 
en conclut immédiatement que ce lieu est la courbe correspondante, 
ellipse, hyperbole, etc. 

Par exemple : On donne une circonférence, on trace un diamètre 
OA, la tangente en A et par le point une sécante quelconque ODE, 
sur laquelle on porte à partir du point D une longueur DM égale et 
de sens contraire à DE ; trouvent le lieu géométrique du point M 
i^^?^ 145). 
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Prenons pour axe des x le diamètre OA dirigé dans le sens des 
Y 




abscisses positives et pour axe des y 
^ là tangente en 0; soit a la longueur 



du diamètre. 

La similitude des triangles OPH et 
OHD donne 



PM_HD 
OP^OH 



ou 






Hais 



Fig. Itô. 



DM = DE 



^' HD' = OHxHA 

et puisque 

HA=IlP = ^PA = i(a — x) 



et 



donc 



ou enfin 



OH = l(OA + OP)=|(aH-x) 



y«^ OHxHA _AH^ a — a: 
X* "~ off OH "" a -H X 

x^ (a — x) 



Nous reconnaissons Téquation [S]. Le lieu cherché est donc une 
strophoïde qui a pour point double le point et pour sommet le 
point A. 

L*étude géométrique du problème met d*ailleurs en évidence les 
propriétés connues de cette courbe. 

tôt. Homogénéité des équations en géométrie analytique* — 

On sait qu*un polynAme entier est dit homogène quand tou$ ses termes 
sont du même degré, le degré d'un monôme entier et rationnel étant 
la somme des exposants de toutes les lettres qui le composent. 

Quand on traite par le calcul un problème de géométrie, si on laisse 
Vunité arbitraire, la longueur de chaque ligne de la figure, con- 
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stante ou variable, connue ou inconnue, est représentée par une 
lettre, a, 6, x, j/ ... ; toute équation établie entre ces différentes lignes 
doit être homogène par rapport à toutes les lettres. Cela résulte de 
ce qu'on ne peut additionner ou soustraire que des quantités de 
même nature : on ajoute une longueur à une longueur, une aire à 
une aire, un volume à un volume. D'ailleurs le produit de deux lon- 
gueurs représente une aire, le produit de trois longueurs représente 
un volume; par suite une lettre unique S, qui exprime une aire, doit 
être comptée comme étant du deuxième degré, une lettre V, qui 
exprime un volume, est considérée comme du troisième degré (très 
souvent en effet Taire d'une figure est exprimée par &', son volume 
par A-*). Mais toute lettre, telle que ^, qui exprime simplement un 
rapport, est considérée comme un coefficient numérique et ne doit 
pas compter dans l'évaluation de l'homogénéité : son degré est zéro ; 
il en est encore ainsi des différentes lignes trigonométriques, qui ne 
sont autre chose que les rapports de certaines longueurs au rayon. 

Nous nous bornerons à cette simple notion, que l'on peut ensuite 
généraliser. 

Si Ton se reporte aux relations établies en géométrie élémentaire 
et en trigonométrie, on reconnaît qu'elles sont en effet toutes homo- 
gènes. 

Ainsi, entre les trois côtés d'un triangle rectangle, on a 

a* = fc* -h^* homogène et du 2* degré. 

Entre les trois côtés d'un triangle quelconque, 

a^ = b*-hc* — 2(ccosA homogène et du 2« degré. 

Le théorème de Ptolémée donne entre les diagonales et les côtés 
a, t, c, d d'un quadrilatère inscriptible la relation homogène 

88' = ac + M 

La formule qui donne l'aire d'un triangle en fonction des côtés, étant 
rendue rationnelle, est 

S'=p{p-a)(j)-b)(p-c) 

elle es! homogène cl du 4« degré, en tenant compte du degré 
de S. 
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De même les équations des différentes courbes que nous avons dé- 
duites de leur définition géométrique : 



Circonférence. 
Ellipse. . . . 
Hyperbole. . 
Parabole.. . 
Cissoïde. . . 
Strophoïde. . 



x^ H- y» = r* 

y* = Ipx 
yt(2r — x)=a^ 
y^(a -H x)=x^(a — x) 



sont toutes homogènes, parce qu*on a laissé Tunité arbitraire dans 
l'évaluation des longueurs des lignes dont dépendent ces figures. 

Dans tout calcul où Tunité de longueur reste arbitraire, toutes les 
équations doivent être homogènes; il est utile d*en vérifier Thomo- 
généité : on évite ainsi de grossières erreurs. 

Hais si on a choisi comme unité de longueur une des lignes de la 
figure, les calculs cessent d'être homogènes ; si, par exemple, on me- 
sure les côtés d'un triangle rectangle en prenant pour unité l'hypo- 
ténuse, on a entre les côtés la relation 

dont le premier membre est du deuxième degré et le second membre 
du degré zéro. 

De même si on donne une équation non homogène, c'est que, dans 
le tracé de la courbe qu*elle représente, on doit choisir comme unité 
une ligne particulière de la figure. Ainsi, dans les exemples traités 
précédemment pour l'étude des fonctions (chapitre IV, n«* tas et suiv.), 
nous avons construit des courbes ayant des équations non homo- 
gènes, telles que : 

î^=-^^7Z7j^ ou (\ix^ — 4x)y = Sx'—6x'hi 

y=^^^ ou (2a; — 3)y = 5a: — i. 

C'est qu'en effet pour le tracé de ces courbes nous avons pris sur 

chacun des axes de coordonnées (fig. 36, 57 et suivantes) une 

longueur particulière représentant l'unité de longueur. 

Si on désignait par une lettre a cette longueur particulière, en 

X t/ 

remplaçant x par - et y par -» les équations proposées deviendraient 

homogènes; on aurait en effet 
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/i^_iA I =^'- ^+ i ou (12a:«-4aa:)y =8(u:'-6a«a-4.a» 
^^_3^ 1 = ^ — 1 ou(2x — 3a) y^Zax-^aK 



t&9, CoBStractloA d*vBe coarbe domiée «alqncaicBt par son 
é^oaUoB. — Dans les exemples précédents, nous avons défini une 
courbe par une de ses propriétés géométriques, d*oii nous avons déduit 
Téquation. Prenons maintenant une équation algébrique entre les 
deux coordonnées x et y d*un point mobile et une longueur constante 
a, et proposons-nous de construire la courbe qu elle représente. Soit 

[i] x* — 4ar'y-|-ày' = 0. 

Cette équation est homogène, Tunité de longueur est donc laissée 
arbitraire. 
Si on écrit cette équation sous la forme 

le premier membre étant positif quel que soit x, le second doitTétre 
aussi, et comme a est positif, il faut que le produit y (y -f- 2a:) (y — 2x) 
soit négatif. 

Or si, prenant une abscisse quelconque OA (fig. 146), soit (x = 2a), 
on prend des ordonnées AB et — AB' 
ayantchacune une valeur absoluedouble 
de OA, on a vu, en étudiant la fonction 
du premier degré (u^ fis), que pour 
tout point de la droite Z'OZ 

y — 2x = 
et pour tout point de V'OV 

yH-2a: = 0, 
tandis que pour tout point de X'X 

y = o. 

Fig. 116. 

D ailleurs, pour tout point situé dans 
l'angle XOZ, lordonnée est positive et moindre que Tabscisse, les 
facteurs y, y H- 2a:, sont positifs et y — 2a: < ; il peut doncexister 
des points de la courbe dans cette région. 



Digitized by 



Google 



.188 . GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Si on traverse OZ dans Tangle ZOV, la valeur absolue de y g&i su- 
pérïeure à celle de 2ar; par suite, y>0,y-|-2j:>0el y — 2j:>0t 
le produit de ces trois facteurs est positif; donc il n*y a aucun point 
de la courbe dans cette région. 

Dans Tangle VOX' x est négatif, y est positif et inférieur à la valêur 
absolue de 2jr; donc on a 

y>0 y-|-2:c<0 y — 2a:>0; 

le produit étant négatif, il peut exister des points de la courbe dans 
cet angle. 
De même dans Tangle X'OZ' on a 

y<0 y-f-2.r<:;0 y — 2x>0 donc aucun point. 

Dans Tangle Z'OV, 

y<0 y-|-2a:<0 y-r2x<0; 

il peut y avoir un arc de courbe. 
Et enfin dans Tangle VOX 

y<0 y-f-2x>0 y — 2a;<0 aucun point. 

Nous connaissons ainsi les régions du plau dans lesquelles la courbe 
doit passer. , ^ 

L'équation [1] étant du troisième degré en y, on ne peut pas expri- 
mer y en fonction explicite de x. On peut résoudre Téquation bi- 
carrée par rapport à x\ pour une valeur donnée de y on obtient 
quatre valeurs de x égales deux à deux et de signés contraires : ce 
qui montre que la courbe est symétrique par rapport à OY. 

La discussion des racines de cette équation bicarrée montre que 
les racines ne peuvent être réelles que si 



ou 



c*e8t-à«dire si 



4a«y« — ay'^0 

ay«(4a — y)^0 

y-^4a. 
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Donc, en traçant la droite L'L parallèle à X'X par le point I dont 
l'ordonnée = 4a, toute la courbe est au-dessous de cette droite, et 
pour 

y = 4a ;r« = 8a« x=±2a\/ï 

points N et N'. 

Le produit des racines de Téquation en z, obtenue en posant x* = z, 
est 

z'z" = af 

et leur somme 

Donc, quand < y < 4a, les racines z' et »" sont positives. 

On a donc quatre valeurs réelles de a;, donc quatre points réels de 
la courbe, deux dans la région XOZ, et deux dans la région X'OY. 

Et quand y < 0, une seule des valeurs de z est positive ; donc on a 
seulement deux valeurs réelles de x, donc deux branches de courbe 
dans Tangle Z'OV. 

Mais l'expression de x en fonction de y est compliquée de radicaux 
superposés. Il est commode de prendre une variable auxiliaire. Soit 
(o l'angle que fait avec Taxe positif OX le rayon OH qui joint Torigine 
à un point quelconque de la courbe. 

On a toujours en grandeur et en signe 

y = x tang o) ; 

réquation [1] devient alors 

ar* — ^na^ tang <o -h aa^ tang* w = 
ou 

a^[x — 4a tang tù-^a tang^ o)) = 0. 

Cette équation est d'abord vérifiée, quel que soit o), par x^ = 0, 
c'est-à-dire par trois valeurs nulles de x; ceci montre qu'une sécante 
de direction quelconque menée par le point coupe 1# courbe en 
trois points confondus en ; l'origine des coordonnées est donc un 
point triple où passent trois arcs distincts. 

Laissons à part ce facteur or, on déduit ensuite de Fèquation pré- 
cédente • 

[2] x = a tang » (4 — lang^w) 
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et par suite 

[3] y = o, tang* 0) (4 — tang* <d) . 

Les coordonnées d*un point M de la courbe sont ainsi exprimées 
en fonction de Tangle co. En faisant varier «> on peut suivre les va- 
riations de X et de y. 

Cherchons le maximum de x, prenons la dérivée de x par rapport 
à (i>, 

, Aa — 5atang*(i) a (4 — 5 Un^;* <o) 

COS'u) COS'o) 



ou 

5a' 



(tang.4.^_)(tang<o-A^ 



COS'w 



Cette dérivée s*annule et change de signe pour 
tang û) = — 



v/3f , . i6av/5 32a 

2 [ alors^ = ±-^ y = -^ 



tang (0 = -H — 

V5 

ce qui donne les points D' et D correspondant au minimum et au 
maximum de x. 
De même, en prenant la dérivée de y par rapport à o), on a 

, Satango) — 4atang^a) — 4 a tang a> (tang* co — 2) 

^ COS*(D cos*<o 

qui s'annule et change de signe pour 

tang 0) = — v^2 tang w = tang w = V^ 

n 

Pour tang <o = 0, y passe par un minimum qui est zéro, arc D'Œ). 
Pour tang «d = — \/î on tang co = -|-y^, y passe par un maximum 
qui est y = 4a, déjà trouvé précédemment et correspondant à 

x=±.ia}/^* 
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Et quand co tend vers ^* en mettant en facteur la plus haute puis- 
sance de tang &>, on a 






ce qui montre que les valeurs absolues de a: et de y augmentent 
indéfiniment; on a ainsi les arcs OC, OC". 
La courbe présente donc la disposition de la figure 146. 



EXERCICES ET PROBLÈMES 




Fig. Ii7. 



i. On donne une circonférence et un diamètre fixe AB; un diamètre 
CD tourne autour du centre ; on trace la corde AD et 
du point C on abaisse la perpendiculaire CM sur le 
diamètre AB» jusqu*à la rencontre de AD en M. Trou- 
ver le lieu du point M (fig. 147). — Solution géomé- 
trique et solution analytique. 

2. On donne deux circonférences tangentes exté- 
rieurement en un point fixe A ; l'une, 0, a un rayon 
constant; Tautre, ta, un rayon variable : on leur 
mène une tangente commune extérieure. Trouver le 
Heu géométrique du point de contact M de cette droite avec la circonfé- 
rence w. — Solution géométrique et équa- 
tion du lieu. 

• 3. On donne deux axes rectangulaires 
et un point A situé sur OX' à une distance a 
du point 0; on mène par A une sécante 
quelconque qui rencontre Y'Y en B, parB 
la perpendiculaire à AB, jusqu'à la ren- 
contre de X'X au point G ; enfin par B et G 
on trace les parallèles aux axes. Lieu géo- ^'^8- <W. 

métrique du point M où se coupent ces deniières droites (fig. 148). 

4. On donne une circonférence et deux diamètres rectangulaires 
A' A, B'B; on trace une corde A'D qui coupe BB' en un point G; par G on 
mène à A'D la perpendiculaire PQ, puis on trace les tangentes en P et Q; 
elles se coupent en M, lieu de M quand A'D tourne autour de A (fig. 149). 
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Calculer Tabscisse des points de rencontre de cette courbe avec la circonfé- 
rence 0. 





Fig. 100. 



5. Soit un compas dont les deux branches AO = AB = a sont articulées 
en A; une pointe est fixe en et Tautre B est mobile sur X'X; un point M 
est marqué sur cette branche à une distance b du point A. Trouver le lieu 
géométrique du point M (fig. 150). (Ce lieu est une ellipse.) Déduire de là 
un moyen de construire une ellipse par points; construire les foyers. 

6. On donne deux circonférences égales dont le rayon est r, et la dis- 
tance des centres est 2d; trouver le lieu des points M tels, que la somme 
des tangentes menées à ces deux circonférences à partir de H soit égale à 
une longueur donnée 2a. 

Discuter et voir comment varie le lieu suivant que a < f/, a = rf, a > </. 
(Examens oraux.) 

7. Démontrer que le lieu du foyer d'une parabole mobile ayant son som- 
met fixe en 0, et passant par un point fixe A, est une cissotde. 

8. On trace dans un cercle deux diamètres rectangulaires AA', BB', et 
par le point A' une sécante qui coupe le diamè- 
tre BB' au point D et la circonférence au point E; 
on porte sur cette sécante à partir de A', et dans 
le même isens que DE, une longueur A'M = DE. 
Trouver le lieu géométrique du point M. — Solu- 
tion géométrique et solution analytique (fig. 151). 

9. On donne une droite D'D et un point dont 
la distance à cette droite est d; par ce point on 
mène une sécante sur laquelle on porte, à partir 
du point E où elle rencontre la droite donnée, et 
de part et d*autre de ce point, une longueur donnée a, soit EU = EN = a. 
Trouver le lieu géométrique des points M et N quand la sécante tourne 
autour du point 0. -- Ëtude géométrique et analytique de cette courbe, 
qu*on appelle conchoïde de liicomède, — Dispositions que présente la 
courbe suivant que a<.d, a = d,a'>'d, 

iO. On donne une circonférence dont le rayon est r et un point A sur 
cette circonférence ; par ce point A on trace une sécante quelconque AE, 
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sur laquelle on porte à partir du point E où elle coupe la circonférence, et 
de part et d*autre de ce point une longueur donnée a, soit EH = EN = a. 
— Lieu géométrique des points M et N quand la sécante tourne autour. du 
point A. — Étude géométrique et équation de cette courbe» qu'on appelle 
canchaide de cercU ou limaçon de PoMcaL — Disposition qu'elle présente 
suivant que Ton a 



fl<2r, 



a = 2r, 



a>2r. 



11. On donne une circonférence G et un point fîxe P; lieu géométrique 
des projections du point P sur toutes les tangentes menées à la circonfé- 
rence. — Ëtude géométrique ; montrer que la courbe est un limaçon de 
Ptucal. — Placer le point P successivement hors de la circonférence, sur 
cette ligne ou à l'intérieur. — Construction géométrique de la tangente 
en un point quelconque du lieu. 

12. On donne deux axes rectangulaires sur lesquels glissent respective- 
ment les extrémités d'une droite AB de longueur constante 2a. Du point G 
où se coupent les axes on abaisse sur AB la perpendiculaire OM, lieu géo- 
métrique du point M. 

Trouver l'équation en coordonnées polaires, puis en coordonnées carté- 
siennes, et tracer la courbe (rosace à quatre feuilles), 

13. On donne deux droites rectangulaires X'X, Y'Y et un point fixe A 

sur X'X, un angle droit ABC dont un côté passe par le point fixe A; l'autre 
a une longueur constante BG = OA = a et dont l'extrémité G est mobile 
sur Y'Y (fig. 152). Démontrer : 

1* Que le point B décrit une strophoîde; 

2* Que le milieu M de BG décrit une cissoïde; 

Z* Trouver le lieu du milieu N de AB. 





Fig. 155. 



14. On donne une circonférence et un diamètre X'X; on trace deux 
rayons rectangulaires OA, OB, et de l'extrémité de l'un on mène la perpen- 
diculaire à X'X jusqu'à la rencontre de l'autre en M; trouver le lieu géo- 
métrique du point M. Déterminer les coordonnées des points où cette courbe 
coupe la circonférence donnée {ûg. 153). 

LAVWAT. — GOMrL. D'aLG. 13 
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i5. On donne deaz axes rectangulaires et^eux points fixes À' etÀéqiii- 
(Hstants du point sur X'X; par l'un de ces points A' on trace une sécante 
quelconque A'Z' qui coupe Taxe Y'Y en un point G; on trace CA et la per- 
- pendiculaire en A à CA. Trouver le lieu 

1^ / , géométrique du point M où elle rencontre 

m/^ ^ la sécante AT (fig. i5f). 

16, Deux droites mobiles AZ, AT tournent 
autour des deux points fixes A et A' d'un 
mouvement uniforme avec la même vitesse 
angulaire, mais en sens contraire: dans 
y leurs positions initiales AZ est dirigée sui- 

p. ^jjj vaut AX et A'Z' est parallèle à OY. Trouver le 

lieu géométrique de leur point de rencon- 
tre M. — Montrer que cette question se ramène à la précédente (fig. 154). 

17. On donne une droite X'X et un point A sur cette droite; une cir- 
conférence de rayon r roule sur cet axe : on lui mène du point A une tan- 
gente; trouver le lieu géométrique du point de contact H. — Démontrer 
géométriquement que ce lieu est une strophoîde qui a pour sommet le 
point A et pour asymptote la tangente menée à la circonférence mobile 
parallèlement à X'X. — Quels axes de coordonnées faut-il choisir pour trou- 
ver réquation de la courbe sous sa forme ordinaire? 

18. On donne un triangle ABC rectangle en A et dont l'angle B est variable : 
par le milieu de AB.on mène des parallèles aux bissectrices de l'angle 
intérieur et de l'angle extérieur ayant pour sommet C ; ces droites ren- 
contrent l'hypoténuse BC en des points M et N. Trouver le lieu géométrique 
de ces points (strophoîde). 

19. On donne deux axes rectangulaires et un point A dont les coordon- 
nées sont a et b; par ce point on trace une sécante quelconque qui coupe 
X'X en B et Y'Y en G. Lieu géométrique du point H où se coupent les paral- 
lèles aux axes menées par les points B et C. 
— Asymptotes. 

20. On donne une circonférence 0, un 
diamètre PA et la tangente en A; par le 
point P on mène une sécante quelconque 
PCD que l'on prolonge au delà du point D 
d'une longueur DM = CD. Trouver le lieu 
géométrique du point H (fig. lâ5U Vérifier 
que les coordonnées du point P satisfont h 
réquation du lieu; existe-t-il un arc de 
courbe réel passant par P? — Calculer 
l'ordonnée du point de la courbe dont 

Tabscisse est égale à r et tracer la tangente en ce point ; marquer le pied 

de cette tangente sur X'X. 

"li. On donne une circonférence et un point fixe A sur cette courbe, un 
triangle ABC est inscrit dans la circonférence et tourne autour du point A, 




Digitized by 



Google 



ÉQUATIONS DE QUELQUES COURBES SIMPLES. 105 

Tangle A restant constant et égal à 2 a. Trouver le lieu géométrique des 
centres des cercles inscrit et ezinscrità ce triangle (limaçon de Pascal). 

22. On donne une circonférence et un diamètre fixe OA. Par le point 
on trace une sécante quelconque OC, et la 
corde AG qu*on prolonge jusqu'à sa rencon- 
tre en B avec la tangente OY; on prend 
sur OG de part et d'autre du point G les 
longueurs CM = CN = CB (fig. 156). Trouver 
le lieu géométrique du point BI et celui du 
point N. — Equations en coordonnées po- 
laires et en coordonnées cartésiennes. — 
Quelle disposition Tune des courbes pré- 
sente-t-elle par rapporta l'autre? Maximum 
et minimum de l'ordonnée. 




Fig. 156. 



25. On donne une circonférence et un 
diamètre iïxe X' X, on trace un rayon quel- 
conque OG et la tangente à son extrémité jusqu'à la rencontre de X'.V au 
point T, puis on élève en T la perpendiculaire 
à X'X jusqu'à la rencontre du rayon OC en P. "Y 

Trouver le lieu géométrique du point P. — La 
courbe passe-t-elle par le point OT — Montrer 
géométriquement que ce n'est pas une hyper- 
bole (fig. 157). (Examens oraux.) 

24. Les données étant les mêmes que dans 
le problème précédent, on porte sur le rayon 
OG, de part et d'autre du point G, les lon- 
gueurs CM = CN = CT ; lieu du point M et lieu 
du point N? Quelle disposition l'une de ces 
courbes présente-t-elle par rapport à l'autre? 
Trouver les tangentes aux points 0, A et A'. 
— Asymptotes. 

25. Lieu géométrique des points tels, que le produit des distances de 
chacun d'eux à une droite fixe et à un point fixe soit constant et égal à k*. 
Désignant par d la dislance du point donné à la droite donnée, on cher- 
chera dans quelles régions du plan se trouve la courbe, suivant que l'on a 




Fig. 157. 



k< 



d 



A-î? 



*>; 



26. On donne deux points fixes F et F dont la distance est 2c : trouver 
le lieu géométrique des points M du plan tels, que le produit des distances 
MF et MF' soit égal à <?•. — Prenant pour origine le milieu de FF' et pour 
axe des x la droite FF', on cherchera dans quel intervalle peut varier 
l'abscisse du point M pour que son ordonnée soit réelle. Maximum de 
cette ordonnée. — Cette courbe est connue en géométrie sous le nom de 
lemnUcate, 
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27. Construire la courbe dont Téquation est 

y»=(x— l)«(x — 2). 

Existe-t-il sur cette courbe un point où la tangente soit parallèle à X'X? — 

\ 
Construire les points dont l'abscisse est x = 2 -f ^ : quel angle les tan- 

gentes en ces points font-elles avec Taxe OX? 

28. Construire la courbe dont Téquation est 

a» + X* — î/« = 0. 

En quels points la tangente est-elle parallèle à X'X? Quelle particularité 
présente l'origine des coordonnées ? 

29. Construire la courbe dont l'équation est 

aH» — 3a:* + Sx*y — Ay* = 0. 

Entre quelles limites peut varier x pour que l'ordonnée y reste réelle? 
Quelle particularité présente l'origine des coordonnées? On déterminera 

graphiquement les points pour lesquels 

« = — 1 « = xz=[ a: = 2 x = 3 

30. On donne une circonférence C et 
un diamètre fixe OA; un point H est mo- 
bile sur la circonférence ; par ce point M 
on trace la parallèle à OA et l'on y porte 
de part et d'autre de M les longueurs 
MP = MQ = OM (fig. 158). Trouver en 
coordonnées polaires, puis en coordonnées 
cartésiennes, l'équation du lieu des points 
PetQ. Étudier géométriquement la courbe; 
construction de la tangente en un point 
quelconque; en quels points la courbe coupe-t-elle la circonférence? Dis- 
cuter l'équation, qui est bicarrée par rapport à y. 




Fig. 158. 
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CHAPITRE VIII 

TRANSFORMATION DES COORDONNÉES — DISTANCE DE DEUX POINTS 
CLASSIFICATION DES LIONES PLANES 

§ I. - TRANSFORMATION DES COORDONNÉES. 



I. Objet de la qaestion. — L*équatioQ d'une même courbe 
prend des formes différentes suivant qu*on la rapporte à différents 
axes de coordonnées 

Ainsi on a vu (n^* 189) qu*en prenant pour axes deux diamètres 
rectangulaires, Téquation d'une circonférence est 



[i] 



;r«-f-y» = r» 



ou 



a:«4-J/' — r* = 0. 



Si, prenant encore pour axe des x un diamètre OA, on choisit pour 
axe des y la tangente en (fig. 159), on 
sait que la perpendiculaire HP abaissée 
d un point quelconque de la courbe sur 
le diamètre est moyenne proportionnelle 
entre les deux segments OP et PA, c'est-à- 
dire entre :r et 2r — x; on a donc alors x^" 
l'équation 



12] 



y> = x(^r-x) 




ou 



Fig. 159. 



[2] 



^*-*-y* — 2ra: = 0. 



Si enfin la circonférence est placée d'une manière quelconque par 
rapport à deux axes rectangulaires, soient a eib les coordonnées du 
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centre, x eiy celles d'un point quelconque H de la courbe. Traçons 

le contour de ces coordonnées OPM et 
menons par le point C la parallèle à X'X 
iM(arv) ^^' coupe PH en H. Quel que soit le 
point tl, on a toujours dans le triangle 
rectangle CHM (fig. 160) 



îco 

r 




Fig. 160. 



Or, en projetant sur l'axe X'X la ligne 
brisée cD H- ÛM et sa résultante CM, 
on a 



CH = AP = projo» (CM) = proj«» (CO) -4- proj«» (OM) = — a -h x, 

et en projetant sur Taxe Y'Y on a de même 

ÎÎM = proj»» (CM) = proj«» (CO) -f- proj^» (OM) = — b^y; • 

par suite, en substituant dans la première égalité, on obtient Téqua- 
tion 



[3] 



(x—ay-^(y — by = ry 



Ces trois équations [1], [2], [Tt] représentent la même circon- 
férence de rayon r, suivant le choix des axes de coordonnées; la 
première est évidemment la plus simple. On comprend qu'il y aura 
souvent avantage à remplacer une équation par une autre en dé- 
finissant avec précision la position des nouveaux axes par rapport 
aux anciens; cela permettra soit de simplifier Téquation, soit de 
faciliter Tétude de la courbe. 

Soit 



[G] 



f(x,y) = 



réquation d'une courbe ÂB par rapport à un premier système de 
coordonnées OX, OT. 

Si nous établissons des formules qui permettent d'exprimer les 
coordonnées .r, y d'un point quelconque M du plan dans ce système, en 
fonction des coordonnées x,, y^ de ce même point par rapport à un 
nouveau système d'axes, OgXi, 0|Y|, en substituant ces expressions 
k X eiy dans l'équation [C], nous obtiendrons la nouvelle équation 



Digitized by 



Google 



TIU^'SFORMATION DES COORDONNÉES. 109 

de la courbe AB rapportée aux nouveaux axes de coordonnées 
(fig. 161). 

Nous décomposerons le problème en deux 
parties : 

i* Changer l'origine des coordonnées, en 
prenant de nouveaux axes respectivement 
parallèles aux axes primitifs et de môme 
sens; 

2» Faire tourner les axes autour de Tori- 
gine* 




Y 


/ 




K 




0. X, 


X' 

r 




X 

y; 



Fig. Ifâ. 



l de rorifflne. — Soit X'X, Y'Y ^''^' ^*** 

un premier système d axes dont lorigine est 0, et soient X/X,, Y/ Y^ 
les nouveaux axes respectivement paral- 
lèles aux premiers et de même sens ; la 
position de ces axes est complètement 
déterminée si on donne les coordon- 
nées a, h de la nouvelle origine, puisque, 
ce point étant connu, la direction et 
le sens des axes positifs 0,X|, 0|Y| sont 
bien définis (fig. 162). 

Soit H un point quelconque du plan, 
x^ y ses coordonnées dans le premier 
système, ar^, y^ ses coordonnées dans 
le second; traçons le contour 00|H, sa 
résultante OM, et projetons-les sur Taxe X'X, parallèlement à y' y. 

On a 

proj»« (OM) = proj«» (00,) -+- proj«» (0,M) 

Mais la projection de OM sur X'X est en grandeur et en signe l'abscisse 
X de M, la projection de ÔÔ^ est de même en grandeur et en signe 
Tabscisse a de 0,, et la projection de 0|M sur X'X ou sur sa paral- 
lèle X'|X| est Tabscisse nouvelle Xi du point H; donc on a la formule 

Si Ton projette sur Taxe Y'Y parallèlement à X'X, on a de môme 
-[2] " y = h^v,. 
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Telles sont les deux Tormules qui permettent de changer Forigine 
en conservant la direction et le sens des axes. 

Ces formules s'appliqueraient alors même que les deux systèmes 
d'axes seraient obliques. 

t05. Exemple, —t Nous avons montré (n* tos) que Tëquation d*un 
cercle dpnt le centre C a pour coordonnées atib (fig. 160) est 

{x — aY-\-(y-^bY = rK 

Si on transporte Torigine des coordonnées en ce point C, on devra 
remplacer x par a-f-ar^ y par h + y^, et Téquation précédente 
devient 

^i* -+-?!* = »•*; 

on retrouve ainsi Téquation rapportée à deux diamètres rectangu- 
laires. 



I. Transfonmitloii luTerse. — Si On résout par rapport à âTi 
et y^ les formules [1] et [2], on en tire 



i x^ = x — a 
formules qui permettent de revenir du nouveau système à Tancien. 



MV. Deaxiéme transfomuitloii» — Chaiiffenieiit de 1a dlree- 
tlon des axes. — Supposons maintenant qu'on change la direction 
des axes en conservant la même origine, et bornons-nous au cas où 
les deux systèmes d'axes sont rectangulaires. 
Si on fait tourner l'axe positif OX d'un angle droit pour l'amener 
sur l'axe positif OY, le sens de ce mouve- 
ment est le ^ns positif des rotations autour 
du point 0. 

Imaginons que le nouveau système d'axes 
coïncide d'abord avec l'ancien, les axes 
*^ positifs des x et des y étant respectivement 
-«- superposés les uns aux autres, puis faisons 
tourner d'un angle quelconque a l'axe positif 
des Xj qui vient alors occuper une position 
nouvelle 0X|, l'axe positif des j^ tournant en 
même temps du même angle et dans le même sens : l'angle que fait 

ic 
avec OX cet axe 0Y| dans sa nouvelle direction est toiyours ot + s- 




Fig. 163. 
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Soit M un point quelconque du plan; traçons le contour OPH de 
ses coordonnées x^ y dans le premier système, et le contour OP|H 
de ses coordonnées x^, y^ dans le système nouveau. Ces deux con- 
tours ayant la même résultante OH, les projections sur un aie quel- 
conque sont égales (n<" tes, i«S, 169) (fig. 165) : 

projo» (OP) H- proj« (PM) = proj« (OP.) + proj- (P^ M) . 

'Projetons-les d*abord orthogonalement sur Taxe X'X; on a, d'après 
le théorème III (n^* !••) sur les projections orthogonales, 

proj<« (OP) =r X, proj«"(PM) == y cos ^ = 0, proj«»(OP,)= J?iCos a, 
proj°° (Pj M) = j/i cos (OX, OY,) = y, cos U -h | j = — yi sin a. 

Car, en amenant ÔX successivement sur 0X„ puis sur 0Y|, l'angle de 
rotation est a-i-^» donc 

[i] 5? = ar| cos a — yi sin a. 

Projetons orthogonalement ces deux contours sur l'axe Y'Y, on a de 
même 

proj«« (OP) = a: cos| = 0, proj<«(PM) = y, 

proj»» (OPi) = Xj cos (OY, OXi) = a:, cos (— ^ -h a j = ;r, sin a. 

Nous ramenons 0\ d'abord sur OX par une rotation de l'angle — ç» 
puis de OX sur OX,, en faisant tourner de l'angle a : 



jo« (P^M) = y^ cos (OY, OYj) = y, cos (— | + a + y == y^ cos a. 



proj' 



nous ramenons en effet d'abord OY sur OX, puis nous amenons OX 
sur OYi- 
De là la deuxième formule 



[2] y = a:| sina + j/icosa. 
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' Les formules qui permettent de faire tourner les deux axes ree^An- 
gulaires d*un angle a autour de Forigine sont donc : 



["] 



[1] x = XiCostL — yisinoc, 
[2] y = x^ sin a .+ y^ cos a. 



Ces formules supposent essentiellement que l'ancien et le nouveau 
système d'âxes sont rectangulaires. 

M9. Transfonnatlon iiiTerse. — Pour revenir du nouveau 
système d'axes à l'ancien, il suffit de résoudre les équations précé- 
dentes par rapport à x^ et y^ ; on élimine y^ en multipliant l'équa- 
tion [1 ] par cos a, l'équation [2] par sin a et additionnant, ce qui donne 

aTj = a: cos a -h y sin a ; 

on élimine x^ en multipliant l'équation [1] par sin a, l'équation [2] 
par cos a, et retranchant ; on a ainsi 

yi = — a: sin a -f- y cos a. 

On peut aussi déduire immédiatement ces formules des formules 
[1] et [2] en y permutant x et arj, y et y^ et remplaçant l'angle a 
par — a. 

909. Cas particulier. — Chani^eineiit du sens des «oordoanécs 
posltiTes. — Si dans les formules [1] et [2] on suppose a = 17, le 
nouvel axe positif des x prend la direction OX' et le nouvel axe 
positif des y se dirige suivant OY'; les formules donnent alors, 
puisque sin :r = et cos t: = — 1 , 



[4] 







[2] y = -y.. 

On voit donc qu*il suffit dans l'équa- 
tion de la courbe de changer ar en — x 
et y en — y. — En faisant un seul de 
ces changements, on change le sens 
positif d'une seule coordonnée. 



ÔTÔ 



Fig. 161. 



SiO« Fommles pour cban^crlbla 
fols rorlfflne et la dlreetlon dM axes 
de eoordomées. -**« Soient deux sys- 
tèmes rectangulaires XOY, X,0,Y, tels que si, en faisant glisser le 
deuxième sur le plan, on amène Taie positif 0^% à coïncider avec OX, 
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l'axe positif 0,T, vienne en même temps s*appiiquer sur Taxe posi» 
tif OY et non sur son prolongement (fig. 164). 

Menons par le point 0, les axes 0,X|, 0, Y| parallèles à OX, OY et de 
même sens. 

a et 6 les coordonnées du point 0, par rapport à OX, OY, 
Soient ) ^ ®' ^ celles d'un point H par rapport à OX, OY, 

Xi et.^i celles du point H par rapport à 0,X|, 0|Y|, 

X, et y, celles du point M par rapport à O^X^, 0,Y|. 

On aura d'abord, pour passer du système XOY au système XiO,Y|, 

[Il ) "^ ^ ? "^ ^' (formules n*» ta4). 

Puis, pour passer du système X|0|Y^ à X,0,Xt, 

[„3 jx. = :r.co8«-y.sin« (formules n» tOt). 

-' ( yi = a:,8ma-f-y,cosa ^ ' 

Et, en substituant dans la formule [I] les expressions de x^ et yi tirées 
des formules [II], on a les formules : 

I ii|1 \ X = a -h X, cos a — y^sin OL 

/ y = 6 4- ar, sin a H- j/,cos a 

qui permettent de passer d'un système rectangulaire à un autre 
également rectangulaire et d'origine quelconque. — Remarquons 
que ces expressions de x et y sont entières, rationnelles et du pre- 
mier degré par rapport aux nouvelles coordonnées x^y^; en un mot 
ce sont des expressions linéaires. 

tii. Application. — THÉORÈME. — La somme des carrés des coor- 
données d'un point M dans deux systèmes rectangulaires de même 
origine est constante. 

Prenons en efTet les formules [II] 

j: = a:jCOsa — ^tSina 
y = X| sin a -h y, cos a 

Si on élève au carré et si on additionne, on a 

x*-4-y« = a:.« + y,«. 
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C*est qu*en effet chacune de ces sommes est égale au carré de la 
résultante OH. 



Si». Exemple. — SlmplMcatlon de ré««atl4M d'i 
par «n chaMgcnieBt de coevdoanée** 

On donne Téquation 



or» ^- y« — 8x -h 4y -H 16 = 0. 

X 

Cette équation n*étant pas homogène, remplaçons x par - et y 

par-; elle devient 
a 

x*4-î/' — 8£u:-|-4ay4-16a* = 0; 

puis transportons les axes parallèlement à eux-mêmes en prenant 

pour nouvelle origine le point O^, dont 
les coordonnées sont a = 4a, p = — 2a 
(fig. 165). 
On devra écrire 



y== — 2a-|-yi 
x = 4a -4-^4 



Fig. tes. cl l'équation devient 

(x4 4-4a)«H-(y4 — 2a)» — 80(0:4 -4-4a)4- 4a (yi — 2a)H-16a» = 
ou, en faisant les réductions, 

^4«-f-y4« — 4a« = 0. 

Ce qui montre que l'équation donnée représente une circonfé- 
rence de rayon 2 a située au-dessous de OX et tangente au point A 
dont Tabscisse est 4a. 

Dans Téquation donnée primitivement, où ne figurait pas la lettre a, 
on prenait pour unité la moitié du rayon. 
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«05. 



§ II. — DISTANCE DE DEUX POINTS. 



SIS. l^'' cas. — DlsUmee de rorifrlae * mn point du plmn. — 

Soit H un point dont les coordonnées sont 
X et y (fîg. i66); désignons par d la dis- 
tance OM, par a Tangle que fait la droite OH 
avec OX et par p Tangle qu^elle fait avec OY. 
En projetant orthogonalement le contour 
OPM et sa résultante OH successivement sur 
OX, sur OY et OZ, on a toujours, quels que 
soient les signes de a? et de j^ : 



W^ 




r 



Fig. 166. 



[1] 

[2] 



x = d cos a 

J/ =: <i COS p 

X cos a -h y cos p = df 



et si on élimine cos a et cos ,Ô entre [i], [2] et [3], on en déduit 



donc 



d = sjx^ -h y*. 



Si 4. 2' cas. — Dtstence de deux points qneleonqoes du plan. 

— Soient deux points M (:r, y) et M' [xf, y') (fig. 167). 

Prenons le point H' pour nouvelle origine, et soient x^y^ les coor- 
données du point M par rapport aux 
nouveaux axes M'X„ H'Yi; M'M étant 
la distance de Torigine au point H, 
on a, d*après la formule du cas pré- 
cédent, 







Fig. 167. 



Mais, en revenant de nouveau à 
Tancien système, on sait (n*" S06) que 
Fexpression des coordonnées nouvelles 
x^y^ du point H en fonction de ses coordonnées anciennes x et y ci 
de celles du point M' est 

Xi = x — x' 

yi=» — y' 
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donc l'expression de d* devient 



d'où 






SIS. Éqiuitloa yénérale [d*«it« elreoiiférence «n coorda 

Mctencvlatres. — Si nous désignons 
par a et b les coordonnées du centre, 
X eiy étant celles d'un point quelconque 
^^^'^' de la courbe, le carré de la distance CM 
If;) (fig. 168) est 

en exprimant qu'il doit être égal au carré 
jf du rayon, on a l'équation de la circonfé- 
rence 



yj ô 




Fig. 168. 



(x — a)* -f- (y — by = r*. 



Nous retrouvons ainsi Tëquation établie directement au n^ tos. 

•••. Relation entre les coelnns des anifles que fait «ut axe 
qneleonqne OZ avee denx axes de coordonnées reetangnlalres. 

— On a VU (n^ »iS) que, quels que soient les angles que fait l'axe OZ 
mené à partir de l'origine avec les axes de coordonnées positives OX 
et OY, on a toujours les relations 



[«] 

[2] 
[3] 



x = d cos a 

y = ci COS P 

X COS a H- y cos p = d 



ou 



Si entre ces équations on élimine x et y, on a la relation générale 
d cos* a.-h d cos* p = d 
cos' a -f- cos* p = 1 , 
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g ni. — CLASSIFICATION DES LIGNES PLANES. ^ THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 

9JV. Covrbes ali^ébrlqiies et eovrbes transeendaBle*. — Une 

ligne plane étant représentée en coordonnées rectîlignes ou cartésien- 
nes, est dite algébrique ou iranscendante suivant que son équation 
est elle-même algébrique ou transcendante. Une équation est algé- 
brique quand les coordonnées :r et 2^ n*y figurent que soumises aux 
opérations de Tarithmétique, addition» soustraction, multiplication, 
division, puissances et racines dont les exposants ou les indices sont 
connus. 

Une pareille équation peut toujours être mise sous forme ration- 
nelle et entière en faisant disparaître les radicaux et les dénomina- 
teurs. 

Toutes les équations des courbes que nous avons étudiées jus- 
qu'ici sont algébriques. 

Mais si les variables x et y figurent sous des signes transcendants, 
tels que stnus, cosinus, logarithme, vanable écrite en exposant..,, 
Téquation est transcendante. 

Ainsi les lignes qui ont pour équations 

y = sinx, y = Ungj:, y = \ogx, y = a*,, 
â; sin 2( = J/ tang j:, 

sont des lignes transcendantes. 

%t%. ClassIflcattoB des lignes •Igébrlques snlTAiit leur 
degré. — On peut toujours, en rendant une équation algébrique, 
entière et rationnelle par rapport aux variables x et y, puis écrivant 
tous les termes dans un même membre, ramener cette équation à la 
forme 

Suivant que le polynôme f[XyXj) entier et rationnel est du !•', du 
2", du 5*, du m* degré par rapport aux variables x et y, nous 
dirons que la ligne correspondante est elle-même une ligne du !•', 
du 2«..., du m« degré. 

Hais, pour que cette classification soit admissible et raisonnable, 
il faut que la nature d*une équatioa et son degré, quand elle est 
algébrique, ne dépendent pas du choix des axes de coordonnées aux- 
quels on rapporte cette ligne. 
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»!•. THéoRÈME L — Si réquation d'une ligne rapportée à un 
premier système de coordonnées cartésiennes est algébrique, cette 
équation reste algébrique quand on la rapporte à un autre système 
de coordonnées cartésiennes ; si Véquation est transcendante dans le 
premier sy^ème, elle reste transcendante dans le second. 

En effet, 1<» si dans le polynôme algébrique f{x, y) on remplace 
4? et j^ en fonction des coordonnées nouvelles, nous avons vu (n^ •!•) 
que ces expressions sont entières et rationnelles par rapport aux 
nouvelles variables ^1,^1; elles sont de W forme 

rjlll I X = a -f- mx^ + ny^ 

donc» :r et j^ n*étant soumis à aucun signe transcendant dans le poly- 
nôme f(x, y), x^ et y^ ne seront pas non plus soumis à de pareils signes. 

L*équation restera donc algébrique après sa transformation. 

2« Si l'équation rapportée au premier système d*axes est transcen- 
dante, elle ne peut devenir algébrique en passant à un autre sys- 
tème de coordonnées rectilignes, puisque en revenant du deuxième 
système au premier elle devrait d*algébrique devenir transcendante, 
et nous venons de voir que cela n*est pas possible. 

tto. Théorème II. — Le degré de réquation dum ligne algébrique 
ne change pas quand on change la position des axes de coordonnées. 

En effet, les formules (III) étant du premier degré par rapport à 
^1 ^t yi, en les substituant ù j; et j^ dans le polynôme /{x, y), le degré 
de ce polynôme ne peut pas s'élever, car x^=.-{a-hnix^-hnyi)\ 
par exemple, est au plus du degré 2 par rapport à x^ et yi. 

Le degré ne peut pas non plus s'abaisser, car alors il devrait 
s*élever en faisant la transformation inverse. 

La nature d'une équation algébrique ou transcendante, et son 
degré quand elle est algébrique, ne dépendent donc pas du choix des 
axes, mais de la nature même de la ligne que l'équation représente. 

S9I. Équation représentant nn système de lignes. — Si le 

premier membre d*une équation 

f(x,y) = 
peut se décomposer en un produit de deux facteurs 

ce produit pouvant s'annuler, suivant qu'on égale à zéro l'un ou 
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l'autre facteur, Téquation se décompose en deux, et représente l'en- 
semble des lignes qui ont respectivement pour équations 

ttt. IVombre des points cominiins A une llf^ne algébrique et 
A une droite du plan. — Théorème IIL — Une ligne de degré m ne 
peut avoir avec une droite du plan plus de m points communs^ à moins 
que cette droite ne fasse partie du lieu représenté par r équation. 

Soit Téquation du degré m 

[1] ' f(x.y) = o. 

Prenons la droite donnée D pour nouvel axe des x, Téquation de la 
ligne donnée devient 

[2] <p(X,Y) = 

et elle est encore du degré m. 

Pour avoir les points communs à cette ligne et à la droite D, il 
suffit de faire Y = dans Téquation [2], qui devient 

(p(X,0) = 0, 

équation algébrique qui est au plus du degré m par rapport à X et 
a par suite, au plus, m racines réelles ou imaginaires conjuguées. 

Si le coefficient du terme en X"* est nul, l'équation [2] a une 
racine infinie et s'abaisse au degré m — 1, un des points de rencontre 
de la droite D et de la courbe s*éloigne indéfiniment. — Le degré 
d'une courbe caractérise donc le nombre de points où une droite 
peut la couper. 

ttS. Remarque. — Cas oA Téquatl^n se réduit A une Identité. 

— Si, en prenant la droite D pour axe des x^ l'équation donnée est 
de la forme 

Yç(X,Y) = 

en y faisant Y = 0, elle se réduit à une. identité, vérifiée pour toute 
valeur de x. 
Mais alors Téquation donnée se décomposant en 

Y = 0, a>(X,Y) = 

représente à la fois la droite D elle-même et une autre ligne dont le 
degré est inférieur à m. 

LAUMAY. — COXPL. d'aI.C, 14 
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S94« Corollaire. — Llgae r^prémentée par miie équation dv 
premier de^ré. — Une équation du premier degré ne peut repré- 
senter qu'une ligne droite, car c'est la seule ligne qui ne puisse? 
être rencontrée par une droite quelconque du plan en plus d'un 
point. 

Si l'on Fe reporto aux équations des différentes lignes étudiées 
jusqu'ici» on voit que 

la circonférence ] 
l'ellinse f 

riivDerbole i ^^"^ ^^^ courbes du deuxième degré, 

la parabole ) 

la cissoïde j ^^^^ j^ troisième degré, 

la strophoide ) 

Un faisceau de deux, trois lignes du premier degré peut constituer 
aussi un lieu géométrique soit du deuxième, soit du troisième 
degré. 

9SS. Condition poor qoe deux équations al^brlqnes dn 
même degré représentent la même ligne, rapportée ans mêmes 
axes de coordonnées. — TuÉORÈME IV. — Pour que deux équations 
algébriques du même degré représentent la même ligne rapportée au 
même système d*axes, il faut et il suffit que les coefficients des termes 
semblables soient proportionnels, 

Bornons-nous à deux équations du deuxième degré, la démonstra- 
tion est la même quand le degré est plus élevé. 

Soient 

[1] Aar«-f-2Bxy-l-Cî/* + 2Dx4-2Ey-hF=^0 

[2] AV -4- 2Vxy -h Cy -f- 2D'.r -f- 2E'j/ -f- F' = 

Ordonnons ces équations par rapport à y, 

[\] Cy«H-2(Ba:-hE)y-|-A.r» -4-2Djc-f-F3^-0 

[2] Cy -h 2 (Wx -f- E') y -h A V H- 2 D'x -h F = 

1» Si elles représentent la môme courbe, à une valeur donnée de 
x, x=^^, d'ailleure quelconque, doivent correspondre les mêmes 
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Taleurs de y; donc les équations [1] et [2] doivent avoir tous leurs 
ternies proportionnels, c'est-à-dire 

C'"~B'a-t-E'"'AV4-au'a-hl!''~" ' 

en désignant par k la valeur commune à ces trois rapports. 
Donc 

C — G'* = 0, 

(B — B'A)a4-(E — E'A) = 0, 
{A — A'A)a«4-2(D — D'Â:)»-|-F — Pifc = 0. 

Et cela doit avoir lieu quel que soit a; donc les coefficients des diffé- 
rentes puissances de a doivent être nuls, ce qui donne 

C — C'k = B — B'fc = E — E'* = 
A— A'A = D — D'it = F — FA = 

ou enfm 

A_B_G_D_]E_F_. 
A'""B'"~"C'~"l>''~E'""r ^ 

2<* Réciproquement, si tous les coefficients sont proportionnels, on 
tire des égalités précédentes : 

A = A'* B = B'A C = C'k 
h = Wk E = Wk ¥ = rk 



et Téquation [1] se réduit à 

k(k'x^ -+- Wxy 4- Cy 4- 2D'x -H 2 E'y -f F') = ; 

et comme A*d=0, il reste Téquation [2]; donc les deux équations 
données, se réduisant Tune à l'autre, représentent bien la mêmi^ 
courbe. 

2t«. Polats commiuis A deux lignes. — THÉORÈME V. — Les 
coordonnées des points communs à deux lignes sont les solutions en x 
et y communes aux équations de ces lignes. 
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Si on eflet deux lignes ÀB» CD (fig. 169) ont respectivement pour 
équations 

. [2] ?(^.y)=o 

les coordonnées x ei y de tout point U 
commun à ces lignes doivent vérifier simul- 
tanément les équations [1] et [2], 
X Et réciproquement, si on trouve une solu- 

Fi^, 169. tion X = a, y = hy commune à ces deux 

équations, le point du plan qui a pour coor- 
données a et & doit se trouver à la fois sur ces deux lignes. 

tty. lilgiiie |MM««ii( par les points eommuns h deux llgines 
données. — Théorème VI. — Si on additionne les équations de deux 
lignes^ après les avoir multipliées respectivement par des fadeurs 
constants finis mais quelconques, Véquation nouvelle ainsi obtenue 
représente une ligne qui passe par tous les points communs aux lignes 
données. 

Soient en effet les équations de deux lignes 



fi] 

[2] 
formons Téquation 

[3] 



f(x,y)^0 



XA^tî^)H-p.t(^»y) = 



les coordonnées de tout point commun aux lignes [IJ et [2] annulant 
simultanément les polynômes f(x,y) et <p(a:,y) vérifient Téqua- 
tion [3] ; donc la ligne représentée par cette dernière équation passe 
bien par tous les points communs aux deux premières. 



EXERCICES 



1 . A quoi se réduisent les formules pour le changement de directiou 
(les axes, quand on fait tourner ceux-ci : 



!• de Tangle A 



2« de Pangle ^ ? 

4 
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!2. On donne l'équation 

s^ + y* — ax ^ — ay = Q. 

Faire tourner les axes rectangulaires de Tangle ^ dans le sens positif, puis 

transporter l'origine des coordonnées au point dont les coordonnées sont 
X = a, Y = 0, et reconnaître ainsi la nature et la position de la courbo 
que représente l'équation donnée. 

3. On donne l'équation 

ai — 1^« = û" 

qui représente une hyperbole. Que devient-elle quand on fait tourner les 
axes de l'angle — 7? Quelle particularité présentent les nouveaux axes de 
coordonnées par rapport a la courbe? 

4. On donne l'équation 

[1] Ax« + 2Ba;y + Cy«-f F = 0. 

De quel angle oc faut-il faire tourner les axes de coordonnées pour que la 
nouvelle équation ne contienne plus de terme en a:;;'? — (Déterminer 
tang 2a.) 

5. Après avoir fait tourner les axes rectangulaires d'un angle a, l'équa- 
tion [i] prend la forme 

[2] A'a:«4-2B'jy4-i:'î^«-f F = 0. , . /' 

Calculer les nouveaux coefficients A', B', C et montrer que, quel que soit 
l'angle a, on a toujours entre les coefficients de l'équation [1] et ceux de 
l'équation [2] les relations 

A' +'C' = A -f C A'C— B'« = AC — B« 

Valeurs de A', B', C quand a = 7- 

6. On donne l'équation 

2a«^*a;' + 2a6(a« — b^)xy -f (à* + t*)j/« — â«6«(a» + M) = 

h 
Faire tourner les axes d'un angle tel, que tang « = — — Quelle est la 

courbe? 

7. On donne une circonférence C de rayon r, on trace un diamètre 0\ 
et la tangente en 0; de chaque point P de la circonférence on abaisse lu 
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perpendiculaire PH sur la tangente OY, lieu géométrique du milieu M de 
ces perpendiculaires. L'équation étant trouvée, on transportera Toriginc au 

point 0^, milieu de OC (fig. 170). 

8. On donne Téquation 

l*" Quelle est la tangente en à la courbe? 
2" Faire tourner les axes de 45^. 
5* Transporter l'origine au point dont les 
coordonnées sont 




Fiff. 170. 

9. On donne l'équation 



•=-i 



f 



Ua, 



Uxy + 7î/« + -Jy" (*2x + 7y)= 0. 

1* Transporter l'origine des coordonnées au point 0| dont les coordon- 
nées sont x = Ô et y = -=- ; en quels points le nouvel axe des X ren- 

contrc-t-il la courbe? 

4 
2* Faire tourner les axes d'un angle tel que tang a = ?» et reconnaître 

o 

ainsi quelle est la courbe. 

iO. Quelle est l'équation de la cissoîde quand on prend pour axe des y 
la tangente au point de rebroussement et pour axe des x la perpendicu- 
laire en ce point à la tangente? 

11. On donne l'équation 

a;.(2r-y)-y(y-r)« = 0. 

i* Transporter l'origine au point dont les coordonnées sont a = 0, fr= r. 
2* Faire tourner les axes de l'angle — -5 et reconnaître la courbe 

12. Tracer la courbe représentée par l'équation 

1 



v/2 



(* + y)(«« + îf')-4ra:y = 0. 



On commencera par faire tourner les axes de 45<» autour de roriginc. 
13. Que représentent les équations suivantes : 

!• J«y -h &' — »••»/ = 0. 

2» b^x^ — a^x(y* — b*) — ab*x* — a^(y^ — b*) = 0! 
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i4. On donne l'ellipse qui a pour équation 

el la circonférence 

on sait que 

b* -}-€* = a* 

Calculer les coordonnées des points communs. 

15. On donne les équations 

f y» — 2px = 

Calculer les coordonnées des points communs aux deux lignes qu'elles 
représentent. 

16. On donne les équations 

'^^ \a^^¥~^~^ et la condition a» = 6« + cK 

[2] ( ««y» — h^cx — a«&« = 

Calculer les coordonnées des points communs à ces deux ligne. Former 
réquation d'un système de droites parallèles à OY et passant par ces points 
communs. Transporter Torigine des coordonnées au point dont les coor- 
données sont 

c *' 

et reconnaître quelle est la courbe représentée par Téquation [2] el com- 
ment elle est placée par rapport à Tellipse [1]. 
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CHAPITRE IX 



ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ ^ LIONC DROITE 



§ I. — ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ. — COEFFICIENT ANGUUÏRE. 



tt8« lilgiiie repréiieiitée par l'éqvatlon j^énérate du i^ degré 
êk deux ▼arlables. — THÉORÈME I. — Toute équation du \^^ degré 
représente une ligne droite. 

I/équation générale du 1" degré entre les deux variables x ci y est 
de h forme 

Nous avons déjà indiqué (n^ tt4) que la ligne représentée par celte 
équation, ne pouvant être coupée par une droite en plus d'un point, 
doit être une droite; démontrons-le directement. — Etudions d'abord 
les cas où l'équation est incomplète, l'un au moins des coefncients> 
des variables n'est pas nul. 

1" ca^. A = 0, B ^ 0. - - Une équation 
du i" degré oit ne figure pas la variable X 
représente une droite parallèle à X'X. L'équa- 
tion se réduit à 







Y 


.M' 


D' 




B 


;M D 




d 


jM" 


X' 





Y' 


P X 



By + C = 



ou 



»=-^' 



¥lg. 171. 



la lettre b représente une longueur positive, 

négative on nulle. 
Prenons à partir du point sur Taxe Y' Y, et dans le sens indique 
par son signe, une longueur OB (fig. ^7^), égale à la valeur absolue 
de i, et traçons par le point B ainsi déterminé la droite D' D paral- 
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lèle à X'X. — Toutpainl M de cette droite a une ordonaée PM égale 
à b en grandeur et en signe, donc satisfaisant à Téquation y^=b 
quel que soit x; et tout point M', M", non situé sur D'D, a une ordon- 
née différente de b. La droite D'D est donc le. lieu géométrique dos 
points dont les coordonnées saiisfoot à l'équation. 

Si avec A = on suppose aussi C = 0, l'équation, se réduisant à 
V = 0, représente Taxe X'X lui-même, qui est le lieu des points dont 
Tordonnée est nulle. 

2« ccLê. B = 0, A^fcO. — Toute équation du i^ degré ou ne figure 
pas la variable Y, représente une droite parallèle à Vaxe Y' Y. 

L'équation se réduit en effet à 

C 
Aa:-f-C = ou x=^ — T=fl- 

A ■ 

Portons alors, à partir du point sur X'X (fig. 172), et dans le 
sens indiqué par son signe, une longueur OA 
égale à la valeur absolue de a, et traçons par 
le point A la parallèle Z'Z à l'axe des y. On 
voit, de même que précédemment, que celte 
droiltî est le lieu géométrique des points dont 
l'abscisse est égale à a, x* ô' 

Si on suppose A = et C = 0, l'équation se 
réduit à jr = et représente l'axe des y. 

3« c(M. C = 0, A ijt 0, n ^é: 0. — Toute équa- 
tion du !«' degir: en x et y qui ne contient ^^^' "*' 
;>fl« de tei*me constant, représente une droite passant par Vorigine des 
coordonnées. 

En effet, Téquation est alors 

Ax-^B?/ = 

ou, en divisant par B qui n'est pas nul et désignant par m le quotient 

— jT qui est un nombre positif ou négatif mais fini, 

A 
2/ ^ — T. jr ou y = w.r. 

L*équation est vérifiée par ar=:0, y = 0, coordonnées du point 0; 
donc la ligne représentée par l'équation donnée passe par l'origine. 
Je dis que cette ligne est droite. 

En effet : 1° soit m>0, le rapport - étant positif, y et x sont de 



Y' 



A X 



Z' 
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/\ 



même signe, donc tous les points du lieu sont dans Tangle XOY ou 



/\ 



dans l'angle opposé X'OY' (fig. 173). 

Prenons différentes abscisses . . . 
et les ordonnées correspondantes. 



OP 
PM 



OP' — OP" 
FM' — FM" 



telles que 



PM FM' — P'^M" P^M" 



OP i)P' ~-UF' 



OP" 



= m 



et traçons les lignes OM, OM', OM"; les différents triangles OPM, OFM', 
OF'M". . ., ayant leurs angles P, P', P" égaux et compris entre côtés 
proportionnels, sont semblables ; par suite les angles 



POM, 



FOM', 



FW,. 



sont tous égaux ; 



donc tous les points M, M', M" sont en ligne droite avec le point 0, 

soit CD cette droite. 

^ Réciproquement, la droite COMD étant 

M'v^ PM 

iii^yf tracée de telle sorte querr7j = m, les 

P' X coordonnées de tout autre point M', M" 
de cette droite déterminent un triangle 
homothélique direct ou homothétique 
inverse de OPM ; par suite on a aussi 

FM'^P"M"PM_ 
ÔF ~" ÛP "" ÔP 

donc les coordonnées des points M', 
M"... vérifient l'équation y = îîw. 
Le lieu des points satisfaisant à 
' cette équation est donc la droite in- 
définie COD. 

2« Si m < 0, le rapport - étant 

négatif, y eix doivent être de signes 
contraires; donc les points du lieu 

/\ 
sont situés dans les angles X'OY et 

V'OX. Soient M,M', M" différents points du lieu (fig. 174), on doit avoir 
— PM —FM' F'M" 




Fig. 174. 



X\ 



OP 



UF 



' — OF'' 



= m. 
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Ea raisonnant comme prëcédemment, on voit que tous ces points 
appartiennent ù une droite CD passant par l'origine et réciproquement. 
4« cas. A ^ 0, B 7^ 0, C # 0. — Une équation complète du premier 
degré représente une droite. 

En effet, résolvons par rapport à y, ce que Ton peut faire, puisque 
B7<^0;réquation 

Ax-+-By-+-C = 
devient 

A C 
» = -B^-B 



ou en posant 



A 

C 



y^mx-^p 



[1] 



y eix désignent des longueurs, m est un coedQcient numérique po- 
sitif ou négatif, et p désigne une longueur affectée d*un signe. 

Prenons à partir du point sur Taxe Y' Y un segment OP d'une 
longueur égale à la valeur absolue de p et dirigé dans le sens OY ou 
le sens OY', suivant que p est positif ou négatif (fig. 175). 

Prenons le point P pour nouvelle origine, l'équation 



y = mX'hp 



devient 



' p = mx^ -f-jo 



ou 



[2] yi = mx^; 

donc, d'après le cas précédent, elle représente une droite CD pas- 
sant par le point P. 

D'ailleurs, traçons par le point 
la droite CD' qui, rapportée 
à OX, OY, a pour équation 



[3] 



y = mx 



Dans les équations [1] et [3J, don- 
nons à X une même valeur a, 
soient b et V les valeurs corres- 
pondantes de y, on a 

V = ma 
par suite 
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Ainsi, en ajoutant à l'ordonnée b' d'un point quelconque M' de 
CD' ta valeur algébrique de;;, on obtient l'ordonnée b du point H do 
CD qui a môme abscisse que H'; par suite lee deux droites €Dt G' D' 
sont parallèles. 

(Voir l'étude de la fonction du premier degré n^ 1I4.) 

tM. Théorème II. — Réciproquenitent toute droite est représentée 
]»ar une équation du premier degré. 

En eiTel, soit une droite CD placée d'une manière quelconque dans 
le plan de deux axes rectangulaires OX, OY 
(fig. 170). Prenons un autre système d'axes 
rectangulaires Oj X^, 0, Y,, le nouvel axe des a: 
coïncidant avec la droite CD. 

Dans ce système de coordonnées, tous les 
points de Cl) ayant une ordonnée nulle quelle 
que soit leur abscisse, l'équation de CD est 




w 



î/.=o 



Revenons maintenant au premier système : la formule qui exprime 
l'oixlonnée ^i* d'un point quelconque M de CD est une fonction 
linéaire des coordonnées x ci y de ce point M dans l'ancien système» 
c'est-à-dire que l'expression de ji est du i^' degré en a: et j^ et de la 
forme 

f^, = Aj: H-By-f-C 

L'équation [\] de la droite CD devient donc, dans tout autre système 
de coordonnées reclilignes, , 

[2] Ax-f-B?/H-C = 

et par conséquent elle est toujours du premier degré. 

tSO. Slginlfflcatloii des coefliclciits de Téqnatloii d'une droite. 
Déiiiiitioii*. — Supposons l'équation du premier degré résolue par 
rapport à y et ramenée à la forme 

y = pix^ p. 

La lettre p désigne le segment de droite compté sur Taxe des y, du 
point au point où la droite CD coupe cet axe; c'est Tordonnée du 
point où la droite coupe Y'Y. On l'appelle Vordonnée à Voriginc 

lia lettre m est un rapport, qui dépend de l'angle que fait U 
droite CD avec Taxe X'X. On l'appelle le coefficient angulaire. 
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Le coefficient angulaire de l'équation d'une droite est douc'lecùef- 
ficient de x qtiand r équation est résolue par rapport à y, . 

Si la droite CD tournant autour d'un de ses points, I par exemple» 
{fig. 175), devient parallèle à OY, les deux coeiTlcients m et p aug- 
mentent indëfinîment, car dans l'équation 



\x-hBy^C = 



si B tend vers zéro. 



m=-—j^ 



et 



(_: 

B 



croissent indéfiniment. 




tSi. Angle d'une droite D'D menée par le polnl avee Taxe 
posiilf OX. — Soient deux axes rectangulaires X'OX, Y'OY (fig. 177) ; 
si on fait tourner d'un angle droit le demi-axe positif OX pour l'ame- 
ner sur le demi-axe positif OY, on déter- 
mine le sens direct ou le sens des isola- 
tions positives (n9 4t), le sens opposé étant 
négatif. 

Soit une droite D'D menée par le point 0; 
on appelle angle de cette droite avec le 
demi-axe positif OX l'un quelconque des 
angles dont il faut faire tourner le demi- 
axe OX pour le faire coïncider avec \d 
droite. On peut toujours amener cette 
coïncidence en faisant tourner OX d^un ai^le positif «>, compris entre 
zéro et w, et tout autre angle a, amenant cette coïncidence, ne diffère 
de celui-ci que d'un multiple de tc; on a donc en général 

a = A: 7c + 0) 

k étant un nombre entier, positif, négatif ou nul, l'angle a, biei? 
qu'indéterminé, a donc toujours une tangente déterminée, car tang a 
= tang CD. 

tSt. Ezpre«sion du eoefllelenl ani^nlalre d'une droite. — 

Théorème. — Quand les coordonnées sont rectangulaires, le coefficient 
angulaire d'une droite est égal à la tangente trigonométnque de i'un 
quelconque des angles qu^ fait cette droite avec iaxe positif des x. 

Soit une droite passant par l'origine des coordonnées. Son équation 
est y = mx. 
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Considérons la demi-droite OD située du même côté que OY par 
rappml à X'X, et soit co l'angle compris entre zéro et it que fait OD 
avec OX; deux dispositions se présentent suivant que OD est dirigée 
dans langle XOY, c est-à-dire m >0; ou bien OD est dirigée dans 
Tangle YOX', c'est-à-dire m<0. 

1« Si m est positif, les coordonnées Tq, y^ d'un point H de OD 
(fig. 177) vérifiant l'équation, on a 



:mx„ 



ou 



m ='^ 



or 
donc 



mais dans le triangle rectangle OMP 

PM . 

•(jp = tangû> 

PM=:ya etOP = Xo 

VI = tang <o. 

2"" Si m est négatif (fig. 178), prenons un point quelconque M 
{.^0, yo) sur 01), on a toujours 



m = ?^ 



jo = PM x^ = — OV 

/\ 
gp=tangPOM = tang(z— <i>)=— tangco 

donc 
PM 




m 



— ?/< 



— OP 



= 4- tang c 



donc dans l'un et l'autre cas le coefficient angulaire est égal à tango» 
et comme 

tango) = (anga 
on a toujours 

7iî = tangx 

quel que soit celui des angles a que D'D fait avec OX. D'ailleurs, si la 
droite donnée ne passe pas par l'origine, son équation étant 

y~mx-hp 
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la parallèle menée à cette droite par le point a pour équation 

y=:mx 

elle a donc le même coefficient angulaire. 

tSS. TarlaUoB du coeflielciK «B^nlalre d'une droite qal 
toamc «vtoiur de rorisine. — Le coefficient angulaire étant tou- 
jours égal à tang a est une fonction continue de l'angle que fait la 

droite donnée avec OX, sauf pour les valeurs a = (2fcH- 1) ^i pour 

lesquelles la tangente devient infinie et change de signe; d'ailleurs 
m est une fonction croissante de Tangle. Donc, si on fait tourner la 
demi-droite OD autour de Torigine, o> étant l'angle compris entre 
et Tz qu elle fait avec OX, 

quand a> croît de Oà^ — s etde^-l-e h-:: 

m croît de à -H oo et de — oo 0. 



tSd. Poslllons partieuliéres de la drolCe. — On Voit déjà que, 
si D'D coïncide avec X'X, son coefficient angulaire est nul, et quand 
D'I) coïncide avec Y' Y, son coefficient angulaire est infini. 

Si D'D est dirigée suivant la bissectrice du premier angle des 

axes, XOY, l'angle w valant j» on a m = i . 

Et si D'D est la bissectrice du deuxième angle, c'est-à-dire de YOX', 

l'angle co valant -j-» on am = — 1. 

Les équations de ces bissectrices sont 
donc 



y=x 



et 



y = — x. 




tSS. Éqoatlon d'une droite en 
fonction de sa distance * l'orli^inc 
de» coordonnée» et de l'angle que 
feit avec OX la perpendienlaire me- pjg 179. 

née de Tori^nc sur la droite. — La 

position d'une droite D'D est déterminée quand on donne la dis- 
tance OH = d de l'origine à cette droite et l'angle a que fait avec OX 
cette perpendiculaire OH abaissée de l'origine sur la droite (ûg, 179). 

Soit M un point quelconque de la droite, x^ y ses coordonnées. 
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projetons orthogonalement sur l*axe OliZ le contour OPMU et sa ré- 
sultante OH, on sait que 

■ proj«» (OP) H- proj"» (PM) H- proj°" (MH) == proj"» (OH) 

or on a toujours en grandeur et en signe 

proj* 0? = x cos a proj*» PM = y sin x proj** MH = 
proj«" (OH) = d 
donc 

T cos a -h y sin a = ri 

G*est une équation entre les coordonnées d'un point quelconque 
de la droite et les constantes cteid qui la déterminent; c'est donc 
réquation de la droite. 

tse. Droites parallèles. — Thkorôe. — Si deux droites sont 
parallèles, les coefficients des variables x et y dans leurs équations 
sont proportionnels, et réciproquement. 

En eiïet les angles co, co' que font ces droites avec OX étant égaux, 
les coefTicients angulaires sont égaux. 

Soient \ ^f'^^?'^^,.T^^ \ les équations des deux droites. 
( A.r-|-l>2/-|-li ={) \ 

Leurs coefficients angulaires sont 



donc 



Et réciproquement, si cette condition est remplie, les coefficients 
angulaires sont égaux; donc les droites, faisant avec OX des angles 
u), <!>' égaux et de même signe, sont parallèles. 

8SY. CiOnOLLAlRE. — ÉqoatloB séaéralc ûém parallèles * une 
direction donnée. — Si dans une équation du 1<^^ degré 

Aar-f-By-hC^O 

A et B restant constants, le terme C varie de — «à -hoc Téquation 



A 






A A' 
B~B' 


ou 


A B 

A' ~ H' 
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représentera successivement toute la série des droites parallèles à la 
direction dont le coefficient angulaire est 

A 

Ainsi 

X étant arbitraire, représente une parallèle quelconque à la bissec- 
trice de l'angle XOY. 
De même 

représente une parallèle quelconque à la bissectrice de l'angle YOX'.. 



§ II. — DROITES SATISFAISANT A CERTAINES CONDITIONS. 



tS8. Nombre des eoefOcleato dlstlncls dans réqaatlon d'one 
droite. — L'équation du !«' dôgré AxH-Py-hC = Orenferme trois 
coefficients, mais comme ils ne sont pas tous nuls, on peut toujours 
diviser par l'un d'entre eux et il reste deux coefficients distincts ou 
deux paramètres. — A cette propriété algébrique de l'équation cor- 
respond <îfette propriété géométrique qu'il faut deux conditions dis- 
tinctes pour déterminer une droite, soit par exemple l'angle de la 
droite avec l'axe OX et son ordonnée à l'origine, soit encore, comme 
au n^ tS4, la distance de l'origine à la droite et l'angle que fait cette 
perpendiculaire avec OX, 

tMBm Éqiuilloa générale des droites qui lussent par na polat 
doaaé. — Par un point donné peuvent passer une infmité de droites, 
l'équation n'est donc pas déterminée. 

L'équation d'une droite est en général de la forme 

[\] y = iLX-hX. 

Soient a:', y' les coordonnées du point donné; pour que ce point P 
soit sur la droite, il faut que ses coordonnées vériflent l'équation, 
c'est-à-dire satisfassent à la condition 

[2] y'^^x'-i-X 

LAUXAT. — COMPL. d'aLG. 15 
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Cette condition dëtermine l'un des paramètres, par exemple X; en 
éliminant X entre Féquation [i] et Téquation de condition [2], on a 

[5] y^y' = ^(a:-X^) 

équation dans laquelle le coefficient angulaire (i est arbitraire; mais 
quel que soit le nombre fi, Téquation [3] représente toujours une 
droite passant par le point P, puisqu'elle est vérifiée pour x=x\ 
y = y'. Quand le coefficient p. varie, la droite tourne autour du 
point P. 

Cette équation [3] peut représenter Tune quelconque des droites 
passant par P. En effet, on détermine une de ces droites en donnant 
un second point Q, différent de P, par lequel la droite devra passer; 
soient ^', y" ses coordonnées, on aura donc 

!• Si la différences" — x' n*est pas nulle, on en tire une valeur 
finie et déterminée de {jl, et alors Téquation de la droite PQ est 

2« Si a:" — x' = 0, comme le point Q est supposé distinct de P, 
y" — ^'^0, il s'ensuit que le coefficient angulaire fi de la droite 
PQ doit être infini; en effet, cette di^oiteest alors parallèle à OY. 

En divisant par {jl les deux membres de Téquation [3], elle devient 

et si Ton fait croître {jl indéfiniment, on a, à la limite, 

a: — a:' = 0. 

Donc en faisant croître [jl d'une manière continue de — oo à et 
à -4- 00 , l'équation [3] peut représenter Tune quelconque des droites 
qui passent par le point P, et toutes les droites qu'elle représente 
passent par ce point. 

Nous dirons que c'est Yéquation générale des droites passant par 
le point donné (a/, 2/'). 

MO. Ëqoatioii de la droite «ni pause par an point donné et 
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«•t parallèle ià vne direction donnée. — Ces deux conditions déter- 
minent la droite; donner la direction de la droite, cest en eflet don- 
ner son coefficient angulaire; \l doit donc être égal à un nombre 
donné m, et Téquation est 

y — î/' = m(a: — x') 

Remarque. — Si, au lieu de donner m, on donne Tangle « que fait 
la direction donnée avec Ox» Téquation est 

y — y^= {x — x') tanga 
Si par exemple 

a=j y—y=x—x' 

si 

a=| y-y' = \/Z{x-x') 

Ml . Ëqnntlon de In djrolte qnl passe pnr deux points donnés. 

— Soient x\ y' les coordonnées dup reraier point; i", y^' celles du 
second. 

Toute droite passant par le premier point a une équation de la 
forme 

[1] y_y' = p.(;r — x') 

Puisque le second point est sur la droite, ses coordonnées z", y" 
doivent vérifier Téquation, ce qui donne la condition 

qui détermine le coefficient angulaire de la droite 

i* x"—x' 
cl par conséquent l'équation demandée est 

que Ton peut écrire sous la forme plus symétrique 
X — .î/ y — y' 
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Mt. Corollaire. — CoefBclent aB^vlalre de la droite %|«l passe 
par deax points doaaés. — Le calcui précédent monlre que ce 
coefficieiit angulaire est 

_y"-y' 



x'^ — af 



c'est-à-dire égal au rapport entre la différence des ordonnées des 
deux points et la différence de leurs abscisses. 

Si les ordonnées des deux points donnés? et Q sont égales, y" = j/', 
on a |4. = 0. — La droite PQ est parallèle à X'X. 

Si les abscisses des deux points sont égales, x" = x!. 

Alors |4. = 00 . — La droite PQ est parallèle à Y' Y. 

M). Éqaatlon d*nne droite en ffonetlon des e€»ordonaées des 
points où elle reneontre les axes. — Si les deux points qui déter- 
minent la droite sont l'un sur X'X, l'autre 
sur Y' Y (fig. 180), les coordonnées du 1" point A 
sont .r' = a, y' = o, celles du 2« point B :r" = o, 
y" = b; le coefficient angulaire de la droite est 
donc 

^b — o_ b 




et son équation est 



X — a 



_2 



ou, en transposant les termes, 

•^ y È 

Cette forme d'équation est fréquemment employée et facile à retenir. 

S44. Problème I. — Construire nne droite dont on donne Téqna- 
tion. — 1" cas, — Si l'équation donnée contient un terme constant, 
on cherche les points où la droite coupe chacun des deux axes et on 
joint ces deux points (fig. 180). 

Soit 

Ax4-B?/-f-C = 

Q 

pour y=:Oon aa = — j soit le point A, 

C 
pour x = on a b = -:-^ soit le point B, 

et par suite la droite AB. 
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c c 

En remplaçant dans réqualion donnée A par — -» B par — ^»on 

retrouve Téquation précédente 



a b 



Exemples. — !• Soit Féquation 2x— 5t/ — 6 = (Og. 181), 

Y 
'y 



pour y = a: = 5 
pour a: = y = — 2 



on a ainsi la droite CD. 
2» Soit6a: + 2y = 9 



9 3 




poury = .r = - = 2 

9 1 

poura; = y = g=44-2 

on a la droite EF. y, 

2« ca$. — Si l'équation donnée n*a pas 
de terme constant, la droite passe par ^^^' ^^*' 

Torigine, il suffît d'en déterminer un second point et de le joindre au 
point 0. 
Soit 

5jc-+-7y = 

5 
Faisons dans Téquation a; = l, cela donne //== — -a; on construit 

5 
donc le point P qui a pour coordonnées 1 et — ■= et on a la droite OP. 

Renarqoe. — Les équations numériques que nous venons d'écrire 
n'étant pas hoipogènes, nous avons dû, pour construire les droites, 
prendre une longueur particulière OA comme unité. 

t4S. Problème II. — rolnt dlntenMetion de deax droite* 
données. Diaensslon. — Soient 



[11 

[2] 



Ax 4- By H- C = 



les équations des deux droites données. 
Si ces droites ont un point commun, ses coordonnées x e{ y 
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doivent Térifier simultanément les deux équations, et réciproque- 
ment (n^ tS6). La question revient donc à la résolution du système 
des équations [1] et [2], et nous allons interpréter géométriquement 
la discussion qui en résulte. 

Discussion. — 1*' ca». AB' — BA'9fcO. — On sait que les équations 
admettent une solution commune et une seule, et Ton a pour x et 
y les valeurs finies et déterminées (Voir Éléments d'Algèbre par M. Dos» 
n~ i58 et Ètsm) : 

_ BC^~CB^ _CA^--AC; 

^~"AB'~BA' ^"~AB' — BA' 

Les deux droites ont alors un point commun unique à distance finie ^ 
2« CM. — AB' — BA' = et AA'BB'^fc 0, c'est-à-dire qu aucun des 
coefficients des variables n*est nul. 
Y ^^^ La condition AB' — BA' = peut s'écrire 

alors 

A— A' 

B"~B' 




^ Elle exprime que les deux droites données 
ont le même coefficient angulaire (n^ tss). 
y !• Si BC — CB' :5e 0, c'est-4-dire BC' i^ Œ 

ou 



Fig. 182. 



ce; 



c'est dire que les ordonnées des deux droites à partir de l'origine 

(C C'\ 

lesquelles sont égales respectivement à — g et — ^A sont inégales ; 

donc on a deux droites PD, FD' non parallèles à OX, distinctes, passant 
respectivement par les points P et P et parallèles entre elles. Les 
expressions algébriques de j? et de y deviennent l'une et l'autre infi- 
nies; c'est qu'en eflet le point de rencontre des deux droites s'est 
éloigné indéfiniment des deux axes de coordonnées (fig. 182). 
2» Si BC'— CB'=0, c'est-à-dire BC'=CB' ou 

c_(y 

B^B' 

les ordonnées à l'origine sont égales, les points P et P' se confondent 
et les deux droites, parallèles à une même 4irection, coïncident. 
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Les expressions de x et de y prennent la forme ^- Il y a en effet 

indétermination, puisque tout point de Tune des droites est commua 
â Tautre. 

Les équations données ont en effet tous leurs coefficients propor- 
tionnels 

donc elles représentent la môme droite (n* Ms). 

3* cas. — AB' — BA' = et A =0. Ces conditions simultanées exi- 
gent que BA' = 0. 

!• Si A=0 et A' = 0, les équations données se réduisent à 

[i] By^C = 

[2] B'y-hC' = 

et représentent deux droites parallèles à OX distinctes ou confondues» 
suivant que BC' — Œ^O ou BC — CB' = 0. 

Dans le premier cas, les équations [1] et [2J sont incompatibles; 
dans le second, elles se réduisent à une seule. 

Le point de rencontre des droites est, ou rejeté à Tinfini sur Tune 
des droites, ou indéterminé. 

5» Si A=0 et B = 0. L'équation [1] n a plus alors ni terme en x, 
ni terme en y. 

Supposons C 9^: 0, on peut dire que quand A et B tendent vei's zéro, 
la droite s'éloigne indéfmiment de Torigine des coordonnées. En effet, 

labscisse du point où elle rencontre Taxe X'X est a = — «7 

A 

et Tordonnée du point où elle rencontre Y' Y est b = — j- 

C n'étant pas nul, si A et B tendent vers zéro, aeib augmentent 
indéfiniment en valeur absolue; donc les deux points où la droite 
rencontre les axes de coordonnées, s'éloignent indéfiniment du 
point ; il en est donc de même de la première droite, l'autre reste 
à distance finie. 

Enfin si l'on supposait à la fois A = 0,B = 0, C = 0, on n'aurait 
plus qu'une équation : le problème est évidemjfnent indéterminé. 

M4». ÉquAliom générale des droites qui passent par le point 
de rencontre de deux droites données. — Quand OU donne les 
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équationa de deux droites, oa peut écrire immédiatement Téquation 
générale de toute droite passant par leur point commun sans détermi- 
ner les coordonnées de ce point commun dont le calcul est trop long. 
Soient en effet les équations de deux droites : 

[1] Aa?H-By-4-C=0ou plus brièvement D = 

[2] A' x -f. B'y -h C = ou plus brièvement D' = 0. 

Nous avons vu {n^ MY) que si on multiplie Tune d'elles par un 
coefficient arbitraire X, et si on additionne, Téquation ainsi formée 

[3] Aa:4-By4-C-|-X(A'a:-hB't/H-C') = ou D-f-XD' = 

représente une ligne passant par tout point commun aux deux pre- 
mières, puisque les coordonnées d*un point 
commun annulent simultanément les deux 
polynômes D et D^ 

b ailleurs Téquation [3], étant du premier 
degré, représente une droite. Je dis qu*en y 
faisant varier X elle peut représenter toutes 
les droites qui passent par le point de ren- 
contre des précédentes. 

En eflel, si les droites D et D' se coupent 

Fig 183. ^" ^ C*?' ^^^)' P^"^ déterminer une droite 

passant déjà par H, il suffit de donner un 
autre point P de cette droite; soient x^, y^ les coordonnées de P. 
Ce point est sur la droite [3], si Ton a 

[i] Ax^-hBy^-hC■^^A'x^r^îi'y^-hC)z=0 ou Di-f-XDf|=0. 

Si le point P n'est pas sur la droite D', on aA'j^i-l-B'yi-l-C'^t et 
la condition précédente détermine le nombre X; on en tire 

A3r,-4-Bi/,-4-C D, 

et réquation [3] devient Téquation de la droite MP, qui prend la forme 

Aar-4-By-hC _ K'x-hWy-^G 
Aa:^ -h Byi H- C ~ A'a:^ + Wy^ -^ C 

ou , en abrégeant» -- = —-. 

D| D 1 



Y 


/D' 




>^' 




/ ^^^D- 





X 
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Si le point P est sur la droite D'^, il ne peut être en même temps 
sur la droite D, puisque par hypothèse il est différent du point H ; 
donc la condition [4] donne 

X = 00 

Mais» en divisant l'équation [3] par X, celle-ci 

J-(Aa:4-By4-C)4-A'a:-hB'i/-|-C' = 

se réduit à 

A'ar4-B'y-f-C' = 
c'est-à-dire à 

quand X devient infini. 
De même pour X = Téquation [3] se ré'duit à 

D = 0. 

Donc, en faisant varier Xde — <x> àOetâ + oo, Téquation 

D-|-XD' = 

peut représenter toutes les droites qui passent par le point commun 
aux deux droites D = 0, D' = 0, y compris ces droites elles-mêmes. 
Remarque. — Si les deux droites données D et D' sont parallèles, 
on a 

A_A^_ A4-X.V . 
D""B'"~Bh-XB'"" 

quel que soit X; Téquation [3] est alors Téquation générale des droites 
parallèles aux droites données. 

MY. Exemple. — Droite pansant par rorlgine et par le point 
de rencontre de deux droites. — Soient les deUX droites 

[1] Ax-4-Bt/ + C=:0 

[2] A'a:-4-B'î/ + C' = 0. 

Toute droite qui passe par leur point d'intersection a une équation 
de ta forme 

[3J Aa;4-By-hC + X(A'^-|-BVH-C') = 
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Pour que cette droite passe par Torigine, il faut que soo équation 
soit vérifiée par a; = 0, y = 0, donc on doit avoir 



L*équation [3] devient donc 



A.r-hBî/-hC=^(A'a;-hB'y-f-C') 



ou 

C ' "" c 

t48. Théorème. — Si une équation du premier degi-é contient un 
paramètre arbitraire X, nu premier degre\ toutes les droites quelle 
représente quand on y fait vaHer X passent par un point fixe. 

En effet, une pareille équation est de la forme 

(A-4-XA')x-f-(B4-XB')»H-(C-+-XCO=0 
ou 

A^ -h By -f- C 4- X (A'x -I- B'y -h C) = 

C*est réquation générale des droites passant par Tinlersection des 
droites 

Aa:-hBv-l-C = 

A'xH-B'y-hC'=3 

t-t9. Équation de la djrolt« qui pas»e par rintersccUoa de 
dcax astres et est parallèle ik ane tralslfme droite donnée. — 

Soient les trois droites 

Ax-hî^y-hC = 
A'jc-f-B'i/-*-C'=0 
A"j:-hB"y-hC" = 

réquation générale des droites passant par lintei'section de D et D' est 

[4] {A + XA')j:-h(B-+-XB')y-+-C-hXC'=0 

Pour qu'elle soit parallèle à D", il faut que les coefficients de x et de y 
soient proportionnels, donc 

A4->J/ b-4-xb; 
A" ■" B" 



[11 


D 


[2] 


U' 


[3] 


U" 
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ce qui donne pour X la valeur . . 

Kn substituant celle valeur de X dans Tëquation [4], celle-ci devient 

AB' — BA" ~ A'B" — B'A" 

qui est l'équation demandée. 

tS4l. Droites concourantes. — Théorème. — Trois droites étant 
données, dont les équations sont 



[i] 


1) 


A.r-hBy4-C = 


[2] 


U' 


A'x + B'y4-C'=0 


m 


D" 


A"a;4-B"y-hC" = 



pour que ces trois droites concourent en un même point {situé à dis- 
tance finie ou infinie), il faut et il suffit que les coefficients satisfas- 
sent à la condition 

AB'C" — AC'B" -f- CA'B" — BA'C" -j- BC' A" — CB' A" = 

(c'est-à-dire que le déterminant A formé par les neuf coefficients des 
équations soit nul). 

En effet, pour que les trois droites D, D', D" passent par un môme 
point, il faut et il suffit que les trois équations soient vérifiées simul- 
tanément par un môme svstème de valeurs de x et y, soit j:=a, 

Rendons ces équations homogènes en y remplaçante par*-» y par^* 

A» <• 

on obtient ainsi le système 

f Aj:-f-Bî/-f.C2 = 
[H] j A'x-4-B'y-hC'5 = 

( A":c-hB"y-hC"2 = 

qui revient au système donné si Ton y fait 2 = 1. 
Ce système (H) doit donc admettre une solution telle que 
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Or OD a VU en algèbre élémentaire (voir Eléments d* Algèbre, n** i«0 
et tn) que la condition pour qu*un système homogène tel que [11] 
admette une solution autre que ^ = 0, y = 0, z = 0, est que le dénomi- 
nateur commun, autrement dit le déterminant A, formé par les neuf 
coefficients, soit nul. C*est la condition indiquée dans Ténoncé. 

tsi. Remarque. — Ahréviailoiis. — On se dispense souvent de 
former l'expression A, qui est un peu longue. Ayant les trois équa- 
tions 

D = D'=:0 D"=0 
on forme Téquation 

D-hXD' = 

et si, pour une valeur particulière de X, celte équation se réduit à 
D" = 0, on en conclut que les trois droites données sont concou- 
rantes. Si, par exemple, en additionnant membre à membre les trois 
équations, on arrive â une identité D -h D' 4-0* = 0, c est que le 
polynôme D'' est identique au signe près à la somme D + D'. 

Application. — Médianes d'um triani^le. — Soit un triangle 
ABC; prenons le côté BC pour axe des x 
et la hauteur correspondante pour axe 
desy (fig. 18i). 

Soient fr et c les abscisses positives 
ou négatives des sommets B et C, et a 
Tordonnée du sommet A; Tabscisse du 
milieu d*un côté est toujours la demi- 
somme algébrique des abscisses de ses 
extrémités et de même pour lordon- 
née. 

b- 



su. 




Fig. 184. 

Par suite les coordonnées du milieu A' de BC sont 



et o; celles 



de B', milieu de CA, sont ^ et q* et celles de C, milieu de AB, sont ^ 



L*équation de la médiane AA' est donc (n» t4S) 



b-hc a 



ou 



[i] 



îax'h(b-hc)y'-a(b'^c) = 0. 
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La médiane BB' a pour équation (n"* Ml) 

c ~a 
ï"^ 2 
ou 

[2] aa:4-(2i — c)y — a* = 

et la médiane CC qui s'en déduit en permutant fr et e 

[3] aj:-|-(2c — 6)y — ac==0. 

Si» multipliant par — 1 l'équation [1], on Tadditionne avec les 
équations [2] et [5], on trouve l'identité 

= 

donc les trois droites sont concourantes. 

On trouve les coordonnées a:,, y, de leur point de concours (centre 
de gravité du triangle), en résolvant deux des équations, par exemple 
[2] et [3], ce qui donne 

a fr-hc 

On voit que les coordonnées du point de concours des médianes sont 
les moyennes arithmétiques des coordonnées des trois sommets du 
triangle. 

MS. C^onditloa pour que trois points donnés soient en lli^B® 
droite. — Soient les trois points A(ic'y'), 
B(x"î^"), C(a/"i/") (fig. 185). Pour qu ils 
soient en ligne droite, il faut et il suffit que 
le coefficient angulaire de AB et celui de BG 
soient égaux; or le coefficient angulaire 
de AB est 



celui de BG est 

!/'" — »" 

x"' — x" 




la condition cherchée est donc 




v"—v'_jr- 


-?/" 



-"Aïo-;^') 






Fig. 185. 



X'^^-X'' 



— X" 
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«S4. Application. — Les milieux des diagonales d'un quadrilatère 
complet sont en ligne droite. Soit le quadrilaU>re OACB (dont Tangle 
est supposé droit pour simplifier), et prenons OA et OB pour axes de 
coordonnées. Si on prolonge les côtés opposés jusqu'à leur rencontre 
en A' et en B', la figure ainsi formée est ce qu'on appelle un quadri- 
latère complet (fig. 186); cette figure a 
trois diagonales, OC, AB et A'B'. 



B 


\A>"' 




*K^\ 




P/'' ^VN 








\ 





A 




Fig. 186. 



A' X 



Soient a et a* les abscisses de A et A' ; 
h et h' Icsordonnées de B et B' ; 
a et |i les coordonnées de C. 

Les coordonnées de M, milieu de AB* 

a b 
sont 2 et ^; 

cellesdeH', milieu de A'B', sont s- et -: 

z 1 



a B 
et celles de P, milieu de OC, sont ^ et |. 



è -y 



Le coefficient angulaire de MM' est m = -, ; celui de PM est 



a — a' 



H- = 



a — a 



Cherchons les coordonnées a et p du point C où se coupent AB' et BA'. 
L'équalion de AB' est 

— -+-17= 1 

a b' 



ou 



celle de A'B 



ou 



Vx-i-ay^ab'; 



a b 



bx -\- a' y = a'b 



En résolvant le système de ces deux équations, on trouve pour les 
coordonnées du point commun C . . 






^■■ 



bb'(a-^n') 
'' ab — a'b' 
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Le coeiïicient angulaire de PM est donc 

bb'(a^a') 



239 



b — 



ah — a'b' ab(b—b') h — b' 



a ^— 



aa'(b — b') '' ab(a — a') a — a' 
ab — a'b' 



= m 



donc la ligne PHM' est droite. 

Le calcul serait exactement le même si Tangle XOY était quel- 
conque. 

§ III. — ANGLES ET DISTANCES. 

MS^ AA^ie de deax djroitca. — Definitio:*. — Soient deux 
droites AB et A'B', qui se coupent en I. Traçons deux axes rectan- 
^laires; le sens des rotations posi- 
tives est le sens suivant lequel OX 
doit tourner d'un angle droit pour 
venir coïncider avec OY. On appelle 
angk delà droite k'B'avec la droite 
AB, Vun quelconque des angles dont 
il faut faire tourner la droite AB 
autour du point I pour l'amener sur 
A'B\ cet angle étant positif ou né- 
«ratif suivant le sens de la rotation 
de AB autour de I(rig. 187). 

Il y a une infinité d'angles répon- 
dant à cette définition, mais parmi ces angles il en existe un, et un 
seul, compris entre et tc. Soit 9 cet angle; chacun des autres en 
diffère d*un multiple de ir« de telle sorte qu*en désignant en général* 
par V Tun quelconque des angles de A'B' avec AB, on a 

Y = A7cH-(p 

k étant un entier quelconque, positif, négatif ou nul; tous les* 
angles V ont donc la même tangente, tang V = tang 9. 

On voit que, si on désigne par 9 Tangle géométrique de la droite 
A'B' avec AB, celui de AB avec A'B' est égal à — 9, et en général tout 
angle dont tourne A'B' pour venir coïncider avec AB est 

V = A'ir — 9 tang V' = — tang (p 




Fig. 187. 
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Donc 

tangV' = — tangV. 

tse. Problème. — Connamant ies équations de deux droites, 
AB, A'B', calculer la tangente de V angle que fait A'B' avec AB. 

Menons par l'origine des coordonnées les parallèles OD» OD' aux 
deux droites données. L*angle de A'B' avec AB est le même que celui 
de OD' avec OD. 

Or, si on désigne par co et co' les angles géométriques que font OD 
et OD' avec OX, pour amener OD sur OD', on peut d'abord amener OD 
sur OX par la rotation — o>, puis OX sur OD' par la rotation -f-w'; 
donc Tun des angles de OD' avec OD est égal à 

Cl)' (I) 

et en général 

Y == n t: + w' — <ii). 

D'ailleurs, en désignant par a Tun quelconque des angles de OD 
avec OX, et par a' Tun quelconque des angles de OD' avec OX, on 
sait que 

a = (i)-|-A:w, 

a'^w'+A'TT. 
Donc en général 

V = (n-hÂ — A^)7c-4-a' — a = m7c-+-a' — a 

et par suite on a toujours 

A' * / / \ tanga' — tanga 
langA=tang(a' — a) = î— 4-1— 7—"^ — 
° °^ ^ l-f-tang'a'tanga 

Hais les équations des droites OD et OD' sont 

y = mx y = m'.r 

et on sait que 

tang a = m tang a' = m'. 

Donc enfin 

if ^' — w* 
taiig\= . 

l-+-mm 

tsv. Discussion. — Cas particulier, -^1° Si les droites données 
sont parallèles 

m'^^m tangV:=.0; 
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â<^ Si Tune des droites, OD par exemple, est pérpeadicul^ire à OX, 
son coefficient angulaire m est infini,. Texpression de tang V prend 

00 

la forme illusoire —, mais, en divisant les deux termes par m, on a 



00 



tangV=j 
et, quand m croit indéfiniment, 



m 



h m' 

ni 



lim tang V = — y' 

'' C'est l'expression de la tangente de l'angle que fait avec la direc- 
tion OY une droite dont le coefficient angulaire est*m'. 

o« L*expression de tang V ne pevt pas prendre la forme jr> car 

cela exigerait qu'on eût simultanément 

m! = m et m7n! = — \ 
et par conséquent 

égalité qui ne peut être vérifiée par aucune valeur réelle de in\ [ 

tM. DrolCca perpendicnlalrcs. — Théorème. — Pour que deux 
droites soient perpendiculaires, il faut et il suffit que lé produit de 
leun coefficients angulaire» soit égal à ^— i > 

En effet, la tangente de l'angle Y doit alors être infinie, donc son 
dénominateur est nul; la condition est donc : 

l-f-mm' = ou mm^= — 1. 

SM. Équation de la perpendlefdalre ahalB«ée d*u pofat 
donné snr une droite donnée. — Pied et long nenr de la per- 
pendlealalre. 

Soient 

[1] A:r-hB//-t-C=:cO' 

l'équation de la droite AB et x'y' les coordonnées du point P 

(ng. 188). - ■ ; -: , , :■ 

LAUNAY. — > COMPL. o'a1.G. 16 
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1<^ L*ëquatioD générale des droites passant par le point P est 

En désignant par m le coefficient angulaire de AB, puisque la droite 
cherchée doit être perpendiculaire à AR, 
on doit avoir 

miu = — 1 ou u= 

^ ^ m 




Hais le coefficient angulaire de AB est 



A 



¥ig. 188. 



^=T 



ou 



L'équation de la perpendiculaire PH est donc 

i^ Soient Xi^i les coordonnées du point M, on les obtiendrait en 
résolvant par rapport à x et ^ le système des équations [1] et [2]. 
Quant à la distance PH, nous savons qu'elle a pour expression 



Ceci nous conduit à calculer les deux binômes Xi — afeiy^ — y'; 
.ï\ et Vi devant vérifier les équations [1] et [2], on doit avoir 

Ax4-t-Byi-+-C=0, 
ou 

[3] A(a:,— a;')H-B(y4— y') = -(^+%'-+-C) 

ot 
[i] B(x,-^)-A(y,-y') = 0- 
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Eq résolvant ces deux équations [3] et [4] par rapport ix^ — x' et 



y, — y, on a 



Xm — X 



. _ -A(A3/>4-B.y^-+-C) 
A'-i-B» 

--B(Ar^-4-B.y^-4-C) 



Ui—y'— AM-B- 

qui, substitués dans Texpression de la distance, donnent 

;^ Ar^-HB/-f-C 

"" ±v^A«-hB« ' 

Pour avoir la valeur absolue de [la distance» on choisit devant le 
radical le signe + ou le signe — , de manière que Texpression de o 
soit positive. 

•••• BéicrailiuiaoB directe de ïm dlsUinee d'an point * ose 
droite. — On peut calculer cette 
distance sans écrire Téquation de la 
perpendiculaire, de la manière sui- 
vante (fig. 189) : 

lo Supposons le point donné à 
Torigine des coordonnées. L'équa- 
tion de la droite donnée étant 



[1] Ax-f-By-HC=0, 



y 




y 






B 


X 










/ 


7- 


>s 


X 




P( 


-r,>0 


N 











A\x 



Fig. ISO. 



Tèquation de cette môme droite peut 

être écrite aussi sous la forme indiquée (n<^ tn) en fonction de sa 

distance à Torigine : 



[21 



a:cosa-f-ysina — 8:=0. 



Ces deux équations représentant la même ligne, les coeflicients 
doivent être proportionnels (n^ »M) ; donc 



costt sma 

A ^ B ' 



ù 
"G 



d*où 



C0Sa=: — -8 



sma = — ^8 
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et comme . 

C08*a-+-sin'a=l 

A«-+-BV 



d*oii 



8 = — 4= 
it:v/A»H-B« 



La valeur absolue de la distance de Torigine à la droite donnée a 
donc pour numérateur le terfne corittant C, et pour dénominateur 
VA*-hB*, en prenant devant le radical le signe de C. 

2*^ Soit maintenant un point P quelconque du plan, x', %f ses coor- 
données. Transportons Torigine en ce point P» en désignant par XY 
les coordonnées courantes dans ce nouveau système; l'équation de la 
droite AB devient 

A(XH-y)-hB(Y-hy')H-C = 
ou 

AX -h BY -h ( Aar' H- By'H- C)= 0. 

Le terme constant étant Ax'-f-By'+C, la distancé PKde Toriginc 
à la droite est alors 

^^ A.r^-4-By^-4-C 

zt:v^A«-+-B« * • ' 

Nous retrouvons la formule déjà établie. 

Bbgle. — he numérateur est le premier membre de V équation de 
la droite dans lequel on remplace lès coordonnées courantes par 
celles du point P, et le dénominateur est toujours la racine carrée 
de la somme des carrés des coefficients des variables. 

toi. Convention établie pour «ttribner un slin*® * ^ 
dilstnnee. — Réglons 4« plan séparées par la droite. — Si Ton 

veut simplement la valeur al)solue de la .distance, on donne au 
radical le signe du numérateur» lexpression de S e$t ainsi positive. 

Hais très souvent il est utile de donner un signe à la distance; en 
cfTet, suivant que le point P se trouve placé d*un côté ou de l'autre 
de la droite AB, le sens du segment de droite PK est changé. 

Nous conviendrons de faire toujours précéder le radical du signe 4- ; 
. alors 8 aura le signe du numérateur Ax'-hBy'-hC. 

La droite AB partage le plan en deux régions, région [I] et 
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région [11] (fig. 190). Les coordonnées d'un point P mobile sur le plan 
n'annulent la fonction Aar-4-By-4-C que quand le point P vient sur 
la droite; tant qu'il reste dans la même région, la fonction prend et 
conserve un môme signe. — Soient en 
effet deux points P [xfi/]. Il [x'Y] dans 
la même région; on peut toujours, pour 
aller de l'un à l'autre, suivre un contour 
polygonal PQR, dont les côtés sont pa- 
rallèles aux axes de coordonnées et ne 
traversent pas la droite AB. Quand un 
mobile va de P en Q, son ordonnée reste 
constante et égale à y\ son abscisse seule 
varie; le polynôme Ax 4- B;/' -+- C est 
donc une fonction du premier degré ^ig. i90. 

en x; elle est par suite continue et ne 

pourrait changer de signe qu'en passant par zéro, mais elle ne 
s'annule pas, puisque le segment PQ ne traverse pas la droite AB ; 
donc elle conserve son signe. 

Ainsi Aa:"-+-Bî^'-f-C a le même signe que .Va/ 4- Bt/' H- C. De 
même, quand le mobile va de Q en R, x reste égal à x", y seul est 
variable et la fonction Aa;"-4-By + C conserve son signe; donc 
Ax' -h By" -4- C a le même signe que Aa:' + Bi/ + C. Le numérateur 
de 0, et par suite aussi S, prendra donc le même signe pour tous les 
points dû plan P, Q, R situés dans la même région, et 8 prendra des 
signes différents pour deux points tels que P et F situés dans deux 
régions différentes. 

Pour reconnaître le signe qui convient aux poinis d'une région : 
l'Sila droite donnée ne passe pas par l'origine des coordonnées, 
ce point est dans l'une des deux régions qu'elle sépare; or, pour 
x = 0, y = 0, la fonction Aa?-f-B«/-+-C se réduit à C. La distance 
d'un point du plan à la droite a le signe de C pour tout point situé 
dans la même région que l'origine, et elle a le signe contraire à 
celui de G pour tout point de l'autre région. 2<» Si la droite donnée 
passe par l'origine, son équation est de la forme Ax-+-By = 0. 
Prenons un point M sur l'un des axes de coordonnées, par exemple 
sur l'axe desarposilifs; x étant positif et y nul, la fonction Aa:-hBy 
prend le signe de A; donc elle conserve le signe de A pour tous les 
points de la région qui contient l'axe positif OX, et le signe contraire 
pour la région qui contient l'axe OX'. 

Mt. Exemples numériques. — i» Soit la droite 3.r — 4^4-1=0 
et le point dont les coordonnées sont :c' = 1 , j/' = 2. 
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On a 



8 = 






A 
5 



Or, en faisant .t = 0, y'=0 dans Téquation, le résultat est + i. liC 
point donné P et l*origine sont donc dans deux régions différentes, 

la distance de l'origine à la droite vaut -f- r* 

2» Soit la droite 3:r + 4y = et le point P dont les coordonnées 
sont x = ^, y=i : 

. 7 
0=5. 

D'ailleurs pour lout point pris sur OX la distance serait aussi 
positive ; donc le point donné P est dans la même région que OX 
par rapport à la droite. 



I. Applicatio:^. — Equations des bissectrices des angles formés 
par deux droites. 

Soient) ./ . d/ ^p/Hni '*^s équations données (fig. 191). 

On peut toujours, en les écrivant, supposer C et G' positifs. Sur les 

quatre angles formés par les droites, 
l'angle [1] où se trouve Torigine appar- 
tient donc à la région positive par 
'B rapport à chaque droite. Tout point 
H (X,Y) pris sur une bissectrice est 
équidistantdes deux droites, les expres- 
sions de ces distances sont 




AX-4-BYH-C 



Fig. 191. 



et 



A'X-f.B'Y-4-r/ 



v/Th^^b'^ 



Pour tout point de la bissectrice des angles [i] et [3] ces expres- 
sions sont l'une et l'autre positives, ou Tune et l'autre néga- 
tives. 
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Donc les valeurs absolues des distances sont égales si Ton â 

AXh-BY-^C A'X-4-B'Y-4-C' 



m 



v/A*-i-B« vTm=T« 



C*est l'équation de la première bissectrice. 

Mais pour tout point de la bissectrice des angles [2] et {ii\ les 
expressions précédentes ont des signes différents; donc pour exprimer 
que les valeurs absolues des distances sont égales, il faut écrire 

™ AX-f-BY-f-C ^ A^XH-B^Y-^r/ 

'■ J sfJJTh' ~ v/A'*-hB'» 

C*est réquation de la deuxième bissectrice. 

Chacune de ces lignes passe par le point de rencontre des droites 
données D et D^ car leurs équations sont de la forme 

D — XD' = D-|-XD' = 

••4. Éqnattons de« hauteurs d*uii triangle. couiaisMUit les 
coordonnées des trots sommets. — Soit ABC le triangle, 

iafy' les coordonnées de A 
x'Y celles de B 

a/y celles de C 

Le coefficient angulaire de BC est • ,, ^,„ f donc celui de la hau- 

tour correspondante est „ ,„ • et cette hauteur, passant par 

le point A, a pour équation 

^' -,.'" 

ou 

(y - yl (»" - y'I -+- (^ ~x') (x" - .r"') = o 

ou 

[1] (^" - a;"> 4- iv" - y'")y - x\x'' - x"') - y'{y" — y'") = 0. 

Par une permutation circulaire des sommets A, B, C, on a successi- 
vement les deux autres hauteurs 

[2] (x^" - af)x H- (y" - y')y - x^x'^' - ^) - »"(»"' ~ »') = »» 
[5] (a:' - x'> H- (y' - y")y - x'''{x' - af') — y'"(i/' - y") = 0. 
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Si on additionne membre à membre les trois équations, on obtient 
l'identité 

= 

Donc les trois hauteurs sont concourantes. 

t66. Remarque générale. — Formules qml «xlsent l'osage de 

eoordonpiées reeuuigiiUitre«. — Dans tout ce qui précède nous 
avons supposé les axes <le coordonnées rectangulaires ; mais il est 
bon de remarquer que les questions où figurent des angles et des 
distances sont les seules pour lesquelles ce clioix de coordonnées 
soit nécessaire, les formules correspondantes devenant un peu plus 
compliquées quand les axes sont obliques. Mais tous les autres pro- 
blèmes (droite passant par deux points, intersection de droites) 
ont la même solution et conduisent aux mêmes calculs alors même 
que les coordonnées sont obliques. 



lieux 0éoribétrlques. — 0)1 appelle lieu géométrique 
Tensemble des points qui jouissent d*une propriété commune à 
Texclusion de tous les autres points, soit dans un plan, soit dans 
lespace. 

Quelquefois on obtient directement l'équation d un lieu géomé- 
trique en traduisant algébriquement la propriété qui le définit. C'est 
ainsi que nous avons trouvé les équations des différentes courbes, 
ellipse, hyperbole, cissoîde, etc. Mais le plus souvent on ne peut 
pas trouver, immédiaterhent réquation. 

De la propriété qui définit un lieu résulte une même construction 
permettant d'obtenir la ligne demandée point par point. Par exemple, 
soit le lieu des point» d'où l'on voit un segment 
de droite BC sous un angle donné a. 

Par B traçons une sécante quelconque BZ, 
en un point quelconque de cette droite faisons 
l'angle BAD = a et menons par C la parallèle 
à AD; nous obtenons en H un point du lieu. 
On aura de même sur toute autre sécante BZ' 
un point M' (fig. 192j. 
En général la construction par points d'un 
Fiff. 192. lieu géométrique résulte de l'intersection <le 

deux lignes qui se déplacent et môme se défor- 
ment suivant une loi déterminée. Chacune de ces lignes étant ainsi 
variable, leurs équations doivent renfermer certains coefficients arbi- 
traires t[VL on nomme des paramètres ; il ne faut pas les confondre 
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avec X et y, qui sont les coordonnées courantes d*un point mobile 
sur chaque ligne. Ainsi une droite qui tourne autour d*un point fixe 
dont les coordonnées sont a et 6 a pour équation 

y — h=z^[x — a). 

Le coefficient angulaire {a, qui varie avec la direction de la droite, est 
un paramètre arbitraire. 

Dans réquatioh générale des circonférences de rayon quelconque, 
ayant pour centre Torigine des coordonnées 

le rayon p est un paramètre arbitraire. 

M9« IVottons 0éBéralc« povr trouver l*é^piaUoii di*«ii llem 
0é«métriqiie. — Supposons qu*on ait trouvé les équations de deux 
lignes mobiles qui, dans chacune de leurs . positions successives, 
doivent, par leur intersection, donner un point du lieu; ces équa- 
tions contenant chacune un même paramètre arbitraire a, 

[1] f (r, y, a) = courbe AB 
[2] fi {x, y, a) = courbe CD 

Pour a = a| on a les lignes AiBp G^Dj qui se coupent en H^ 
Pour a = 0, — — A,B„ C,D, — — M^ 

Pour a = 05 — — AjBj, CsDj — — M,. 

et si on fait varier a d*une manière continue, le point d*intcrseclion 
M décrit généralement une ligne £F qui est le 
lieu demandé (fig, 195). 

Les coordonnées de tout point du lieu doi- 
vent satisfaire simultanément aux deux équa- 
tions [1] et [2] quelle que soit la valeur du 
paramètre a, et par suite aussi à Téquation 
en 07 et y qui résulte de Télimination de a entre 
les équations des lignes mobiles [1] et [2]. 

Nous nous bornerons à cette indication pour 
en conclure la règle suivante : 

Règle. — Quand les équation» de deux lignes 
contiennent un même paramètre arbitraire^ on obtient généralement 
Céquation du lieu géométrique de leur intersection en éliminant ce 
paramètre entre les équations données. 




Fig. 185. 
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tM. Exemple. — On donne deux axes rectangulaires, et un point 
A sur OX ; par A on mène une sécante qui coupe l*axe de» y en B ; 
par le point oit trace OZ parallèle à AB et par B la perpendicu^ 

laire à OZ. Trouver le lieu du 
Y pied H de cette perpendiculaire 

.B (fig. 194). 

Le point M est l'intersection 
des droites OZ et BH. 
L*équation de OZ est 

[1] y = mx. 

Celle de AB est donc 

y=zm(x^a) 

quipourx==Odonney= — ma, 
telle estTordonnée du point B. 
Donc réquation de BH, menée 
par BperpendiculaireroentàOZ, 
est 




[2] 



1 

y -+- ma = .r. 

•^ m 



Nous aurons Téquation du lieu en éliminant le paramèti*e arbi- 
traire m entre les équations [1] et [2]. 
Tirant m de la première et substituant dans la deuxième, on a 



au .r' 

^ y 



ou 



{X'ha)y* = ^x^ y* = 



Et si l'on change x en — x, ce qui revient à diriger le sens des x 
positifs suivant OX', 

y' 



a — X 



on reconnaît Téquation d'une cissoîdc dont le sommet est en et 

Tasymptote est V'V, dont la distance à Torigine est égale à OA. 

Bemarqce. — Le point fixe par lequel passe constamment Tune 
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des deux lignes mobiles, dont le point H est l'intersection, fait 
partie du lieu. En général, quand une des génératrices passe par un 
point fixe quel que soit le paramétre a, les coordonnées du point 
fixe vérifient l'équation du lieu ; ce point est sur la courbe trouvée 
ou bien est isolé. 



EXERCICES ET PROBLÈMES SUR LA LIGNE DROITE 



1 . Dans un triangle ABC on trace une parallèle quelconque EF à la base 
BC, et des points E et F on abaisse des perpendiculaires sur BC; trouver 
le lieu du point de concours des diagonales du rectangle ainsi construit 
(prendre pour axes des coordonnées le côté BC et 
la hauteur correspondante). 

2. On donne un triangle ABC et deux points P 
et Q sur la droite BC ; on trace une parallèle quel- 
conque EF à la base et les droites PF, QE qui 
se coupent en M, puis les droites EP, FQ qui se 
coupent en N. — Trouver le lieu du point M et 
celui du point N; montrer que chacune des droites 
trouvées passe par le point A; quelles positions 
doivent occuper les points P et Q pour que ces 
deux droites se confondent? (fig. 195.) 

5. On donne deux droites rectangulaires, deux 
points fixes A et B sur Tune d'elles et un point M 
mobile sur Tautre; on trace les droites BIA, MB, du point A on abaisse la 
perpendiculaire sur MB, et du point B la per- 
pendiculaire sur MA. Trouver le lieu du point P^ 
de rencontre de ces perpendiculaires. Solution .''/ 
analytique et géométrique. ^ B^il / 




Fig. 195. 



x'a:- 



Ml 



/À X 



4. Sur deux axes rectangulaires on prend 
deux longueurs variables OA, OB dont la somme 
algébrique est constante, soit p, et on construit 
le rectangle OABI). Démontrer que la perpendi- 
culaire abaissée du sommet D sur la diagonale AB 
passe par un point fixe, et déterminer ce point. 

5. On donne deux droites parallèles et équi- 
distantes de X'X, deux points fixes A, A' et un point mobile M sur cet axe: 
par le point M on mène aux parallèles données la perpendiculaire BMB' et 
on trace les sécantes AB, A'B'. Trouver le lieu géométrique de leur point 
de rencontre P (fig. 196). 

6. On donne les équations de trois droites D', D', B"; trouver Téquation de la 



B 

Fig. 196. 
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perpendiculaire menée sur Tune par le point de rencontre des deux autres. 

7. Déduire de là que, dans un triangle quelconque ABC, les trois hau- 
teurs sont concourantes. 

8. Trouver le lieu géométrique des points équidisfants de deux points 
donnés A(x', y') et B(x", y"). Vérifier que c'est la droite perpendiculaire au 
milieu de AB. 

9. Démontrer que les perpendiculaires élevées au milieu de chaque côté 
d*un triangle ABC sont concourantes. 

10. Démontrer que : i* les bissectrices de deux angles adjacents formés 
par deux droites qui se coupent sont rectangulaires ; 2* les bissectrices 
des trois angles intérieurs d'un triangle sont concourantes: 3* une bissec- 
trice d'angle intérieur et les bissectrices des deux autres angles extérieurs 
sont concourantes. 

il. Prouver que : !• dans un triangle le centre de gravité G, Tortho- 
centre H et le centre » du cercle circonscrit sont trois points en ligne 

iir 9 

droite; 2" le point G est situé entre II et « et le rapport ?p = =• 

12. On donne un triangle kf\C, on joint les trois sommets à un point 
Çixe et par les milieux A', B', C des côtés on mène : 

A'A" parallèle à OA, 
B'B" parallèle à OB, 
C'C" parallèle à OC. 

!• Montrer que ces trois droites concourent en un point M. 
2" La ligne OM passe par le centre de gravité du triangle. 
5** Les points A et B étant fixes, si le point G se déplace sur la droite OGZ, 
quel est le lieu du point M? 
4" Même question quand G décrit une droite quelconque. 

{)* Lieu du point H quand G décrit une circon- 
férence ayant pour centre le point 0. (Pour sim- 
plifier les calculs, on pourra supposer les droites 
OA, OB rectangulaires et les prendre pour axes 
\ de- coordonnées.) 

\ 13. Par un point P que Ton projette en A et B 

- - -VP sur les axes de coordonnées, on trace une droite 

|\ quelconque qui rencontre X'X au point L, et YT 

! \^ au point M; démontrer que le produit AL X BM 

^ ^\ ^ est constant (fig. 197). 

-i 4. Lieu géométrique des points dont la sonwne 
Fig. 197. ^®^ distances à trois droites données est con- 

stante et égale à d. — Gas où les trois droites 
forment un triangle ABC, rectangle en A, d étant égal soit à h, soil à c, 

,,. bc 
soit a — 
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15. On donne la hauteur h et l'une des bases a d'un trapéxe rectangle 
OABC; sur la base variable, BG, on construit un carré BGDE et on trace 
les droites CD, AE, qui se coupent en M. Lieu géométrique du point D, et 
lieu du point M? (fîg. 108.) 



E 




n 


B 






A 


/ 
/ 


^X^ 







a. A 



FiK- 108. 




iC». On donne deux axes rectangulaires et un point A sur OX; on tracé 
une sécante quelconque AB et la perpendiculaire MAM' sur laquelle on 
prend les longueurs AM = AM' = AB. Lieu géométrique du point M. et du 
point M'? (fig. 19D.) 

17. Une sécante AB tourne autour du point A donné sur OX; du point 
on mène ta perpendiculaire OZ à la sécante AB y 
et du point B la parallèle à OX. Lieu géomé- 
trique du point de rencontre M de ces droites? 
(fâg. 200.) 

t8. Les données étant les mêmes que dans 
le problème précédent, trouver le lieu géo- 
métrique du point de rencontre P de la paral- 
lèle à OY menée par le point U et de la per- 
pendiculaire menée en B à la ligne AB. 

19. On donne trois segments de droites 
parallèles et inégaux AB, A'B', A"B". On trace 
les sécantes 

A.V et BB' qui se coupent en M", 
A'A" et B'B" qui se coupent en M, 
A"A et B"B qui se coupent en H'. 

Montrer que les trois points M, M', B!" sont en ligne droite. 

20. On donne deux droites rectangulaires X'X, YTet deux points fixes 
A et B sur Tune d'elles, un point P est mobile sur l'autre; on trace les 
droites PA, PB et on élève à ces dernières droites les perpendiculaires AM, 
BM. Trouver 1** le lieu du. point M; 2Me lieu du centre du cercle circon- 
scrit au quadrilatère AMBP(fig. 201). 




Fig. 200. 
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21. On donne deux axes rectangulaires et un point A sur OX. On prend 
sur OY deux points quelconques B, B' équidistants du point 0; on trace la 



jrXr 



'3 X 



ï 



B* 



yM 



Fig. 201. 



Fig. 902. 



sécante &'AZ et du point B la perpendiculaire UM à cette sécante. — Lieu 
du point M. — Transporter Torigine en A el reconnaître la courbe (lig. 202). 

22. On donne deux points fixes F, P. On trace OY perpendiculaire au 

milieu de FT, et par F et F' deux sécantes 
parallèles; l'une» FZ, coupe OY au point C, 
d*où Ton mène la perpendiculaire com* 
inune CM. — Lieu du point M. — Trans- 
porter Torigine en F' et reconnaître la 
courbe (fig. 203). 

23. On donne un trapèze rectangle OACB 
dont les bases ont des longueurs cons- 
tantes OA = a, CA = ft et dont la hauteur 
OC = X est variable ; OA restant fixe, on 
trace la diagonale AG et on abaisse sur AG 
la perpendiculaire BH. — Lieu du point M. 




Fig. 203. 

— Discuter et voir comment se modifie la courbe suivant que 



a > ft, a = 5, a<b, 

24. On donne une droite AB qui coupe deux axes rectangulaires à égale 
distance de l'origine ; d'un point M de cette droite on abaisse sur les axes 
les perpendiculaires HG, MD; on trace GD et la perpendiculaire HZ sur GD. 
Prouver que, quand le point M se déplace sur AB, la droite MZ tourne autour 
d'un point fixe (fig. 204). 

25. On donne Taxe XOC d'une parabole et deux points sur la courbe, l'un 
fixe. A, l'autre mobile, B; on mène les ordonnées de ces points AA', Bfi', et 
les droites AB' et BA' qui se coupent en G; par le point G on trace la paral- 
lèle à Taxe jusqu'à la rencontre de AB en H. — Lieu de M. — * |>éduire de 
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là une construction géométrique du sommet, du foyer et de la directrice 
d'une parabole dont on donne Taxe et deux points (fig. 205). 





3r 



-î r 

Fig. 205. 



26. Vérifier que le sommet A d'un triangle, le point de rencontre des 
bissectrices des angles intérieurs B et G et le point de rencontre des bissec- 
trices des angles extérieurs B et G sont en ligne droite. 

27. On donne une parabole; par le pied D de la directrice on trace une 
sécante DAB; du milieu G de la corde AB on abaisse la perpendiculaire GU 





Fig. 203. 



Fig. 207 



sur la directrice et de H' la perpendiculaire HM sur la sécante DAB. Trouver 
le lieu du point M (flg. 206). 

28. On construit des carrés sur deux des côtés d*un triangle. 

l"* Prouver que les droites GF et BE sont rectangulaires. 

2*" Dans quels cas la ligne AH, perpendiculaire à BG, passe-t-elle par le 
point BI? 

3* Prouver que les trois droites BD, GG et AH sont toujours concou- 
rantes. 
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4* Lieu du point N quand, les points A et fi étant fixes, le point C est 
mobile sur la droite AZ (flg. 207). 

29. On donne un point et une droite D'O; par le point on mène 

deux droites OA, OM, faisant entre elles un angle constant V; la ligne OA 

OM 
est limitée à D'D. On prend OM d'une longueur telle que -j = K. — Lieu 

du point M (fig. 308). 

50. On donne im angle droit XOY et une 
sécante AB; on trace une parallèle quelconque 





Fig. 208. 



Fig. i09. 



A'B' à la ligne AB et les sécantes AB' et BA' qui se coupent en M. — Lieu 
du point M; expliquer pourquoi on trouve la droite AB comme faisant 
partie du lieu (tig. 209). 

31. On donne un triangle rectangle ABC et deux directions AZ et AZ', 
dont les coeflicients angulaires 9ont m et m' ; 
on construit trois parallélogrammes aydnt leurs 
côtés parallèles à AZ et AZ' et ayant chacun pour 
diagonale un des côtés du triangle ABC (flg. 210). 
1" Démontrer que les secondes diagonales de 
ces trois parallélogrammes concourent en un 
point I. 

2** Si Tangle ZAZ' est droit et tourne autour 
du point A, le point I décrit la circonférence 
qui passe par les milieux des côtés de ABC 
(cercle des neuf points). 
5* Si les directions AZ et AZ' varient en restant symétriques Tune de 
.l'autre par rapport à AC, le point I est immobile. 

4"* Voir que ces propositions subsistent quand même Tangle BAC n*est 
pas droit.. , - 




Fig. «10. 
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ÉQUATIONS PARTICULIÈRES DU DCUXIÈME DEORÊ 



SYSTÈME DE DROITES — CERCLE 
§ r. — SYSTÈME DE DROITES. 

M9. Équation dn ««eoad de^ré it vne seale variable. — 

Théorème 1. — U équation du 2* degré à une variable x représente un 
syntème de deux droites parallèles à Vaxe des y. 
En effet, toute équation du 2<^ degré 

[I] Ax«H-Bx-f-C = 

a deux racines, x' et x", et peut être écrite sous la forme 

A(a- — x')(x — a/')=^ 
Elle se décompose donc en deux équations du 1<^' degré 
X — j/=0 x~x" = {S 

dont chacune représente une droite parallèle à OY. 

Si B" — 4AC>0, les racines a/ et x" étant réelles et inégales, les 
deux droites sont réelles et distinctes. 

Si B' — 4AC=0, les racines étant égales, les deux droites paral- 
lèles à OY sont confondues : on dit que Téquation représente une 
droite double. — On sait qu'alors le trinôme du S*' degré est un carré. 

Et si B' — 4AC<0, les racines étant imaginaires conjuguées de 
la forme a 4- pi et a — pi, il n'existe aucun point ayant une abscisse 
réelle qui vérifie Téquation (i). 

LAIJ^AT. — COMPL. DALG. 17 
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Nous dirons que cette équation représente deux droites parallèles 
à Y'Y et imaginaires conjuguées. 

SYO. CtéaérallMiUoii. — En gén&al une équation algébrique à 
une variable et du degré m représente un système de m droites 
pai^allèles à Vun des axes de coordonnées. 

Soit en effet Téquation /"(a:) = du degré m. 

On démontre en algèbre qu'elle a m racines réelles ou imagi- 
naires, a:, , a:,, x^, . .:r„, et que le polynôme f{x) est décomposable en un 
produit de m facteurs du 1^ degré; Téquation se ramène donc à la 
forme 

A(.r— .r,) (x — X,) ... {x— arj=0, 

ce qui donne les m droites ayant respectivement pour équations 

X • ■■ X^ f X • • ■ •( ]f . « • X '■ — — Xf^ • 

Quelques-unes de ces droites pouvant être confondues si Téqua- 
tion a des racines égales, et si elle a des racines imaginaires (celles- 
ci sont conjuguées deux à deux), nous dirons que les droites corres- 
pondantes sont imaginaires et parallèles à Y'Y. 

On voit de la même manière qu'une équation algébrique du degré 
m, renfermant la seule variable y, représente un système de m droites 
parallèles à X'X. 

191. Équation homoiréiie du second deyré. — ThÉORÈME II. 
— . Une équation du second degré, homogène en x et y, représente 
un faisceau de deux droites passant par Vorigine des coordonnées. 

Une équation homogène et du second degré ne peut renfermer 
que trois termes, en .r', en xy et en y' ; elle est donc de la forme 

[1 ] A.r« -h 2Rry -h Cy« = 0. 

Mettons dans le premier membre a?* en facteur 



4'' 



_2B^^-C^Î^Vl==0. 



X 



Le trinôme du 2« degré en ^ qui est écrit entre parenthèses ayant 
deux racines m' et m" peut être mis sous la forme 



c g- „.-)(!_„..) 
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et alors le premier membre de l'équation est identique à 



«^(1- "')(!-"•■) 



OU 

Cr« (y/ — m^T) (y — m''.r) 

ou 

C(y—m'x){y — m''xf; 

l'équation donnée revient donc à 

C [y — m'x) (y — m"x) = 
qui se décompose dans les deux suivantes 

— m'x = y — m"x = 

représentant chacune une droite passant par Torigine ; les coefficients 
angulaires de ces droites sont m' et m", racines de Téquation 

[2] Cm»4-2Bm4-A = 

qui s*obtient en divisant par x* tous les termes de l'équation donnée, 
et désignant par m la nouvelle variable -t ou, ce qui revient au 
même, en remplaçant x par 1 et y par m. 

199. Dlscwssloa. — l"" Si B* — AC >0, Téquation [2] a deux racines 
m', m", réelles et inégales, donc Téquation [4] représente deux droites 
réelles et distinctes passant par le point 0. 

2« Si B* — AC = 0, les racines de Téquation [2] sont égales, les 

deux droites sont toujours réelles mais confondues, autrement dit 

Téquation [1] représente une droite double. En tenant compte de 

B* 
l'hypothèse qui donne C = -r-» on voit que l'équation [1] devient 

A:r«-^2Bxy-f-^*y» = 
A 

OU, en chassant le dénominateur A qui n'est pas nul (sinon B serait 
nul aussi et l'équation ne contiendrait que la variable y), 

A«a;»-^2 ABxy-4-By==rO 
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OU 

(A.r-+-By)»=0 

Le premier membre est donc un carré parfait, et Ton a deux fois la 
droite 

30 Si B"— AC<0, les racines m\ m" de l'équation [2] étant 
imaginaires conjuguées, nous pourrons dire que Téquation [1] repré- 
sente encore deux droites qui passent par le point 0, mais qui sont 
imaginaires conjuguées. 

L'origine des coordonnées est le seul point du plan dont les coor- 
données X = 0, y = vérifient l'équation ; car, B* — AC étant négatif, 
posons 

B*— AC = — K* 
on en tire 

et l'équation [1] devient 

ou 

Cette somme de deux carrés variables ne peut s'annuler que si les 
deux carrés s'annulent simultanément, c'est-à-dire si ;/ = et a: = 0. 
On peut donc dire aussi que le lieu représenté par l'équation donnée 
se réduit au point 0. 

4® Si le coefficient de y* est nul, l'équation [1] se réduisant à 

Ax»-^2Ba:y = 
ou 

x(Xx-h2By) = 

l'une des droites qu'elle représente est Taxe des y; on voit en effet 
que, G étant nul, l'équation [2] qui donne les coefficients angulaires 
a une racine infinie. 

tYS. Réciproque. ^- Toute équation qui représente deux droites 
passant par V origine des coordonnées est homogène et du 2<^ degré. 

Soient en effet D = 0, D' = les équations des deux droites; puis- 
qu'elles passent par l'origine, les polynômes D et D' ne contiennent 
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pas de terme constant et l'équation DD' = qui représente le système 
des deux droites est bien homogène. 

994. «éaéralisatioii. *— On verra de même quune équation 
algébrique, homogène et de degré p représente un fai$ceau defdtvites 
passant par t origine. 

Une pareille équation est de la forme 

[1] i\z^ + J^stf-hj -h Ç^r^hf -f- . . . £0;*»- Y-+- . . . H-Kar^y»»"» 4- Ly'= 

et 1 équation aux coefficients angulaires est 

[2] hm^ -+- Km*^* -4-. . . -h Bm + xV = 0. 

Suivant que ses racines sont réelles ou imaginaires conjuguées deux 
à deux, on dit que les droites correspondantes sont réelles ou imagi- 
naires. 

995. Problème. — An^ic de« deux droites représentées par 
une équation homogène du seeoud degré. 

Soit l'équation 

[1] Ai»-f-2Bri/-f-Cy«=:0. 

L'équation qui donne les coefficients angulaires des droites qu'elle 
représente est 

[2] Cm'-f-2Bm-hA = 0. 

Supposons les racines m' et m" réelles. On sait (n® tss) que la tan- 
gente de l'angle de ces droites est 

,, m" — m' 

tang \ =^ -r-„\ 

° 1-1- m'i/t 

mais les relations entre les coefficients et les racines donnent 

m'-4-m" = — ?^ mW = J^; 

donc, en élevant la première au carré et retranchant le quadruple de 
la seconde, 

, ;, ., 4B« 4A 4(B» — AC) 
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et par suite 



, 2>/B* — AC 

mr VV =± r; 

II 
Donc, en substituant dans Texpression de tang V, il vient 

2v/B« — AC 



tang V : 



A-f-C 



On trouve deux valeurs égales et de signes contraires : c'est qu^en 
effet les deux droites forment deux angles adjacents supplémentaires 
dont les tangentes sont égales et de signes contraires. 

Si B* — AC = on a tang V = ce qui était prévu. 
Si B' — AC •< tang V est imaginaire. 

%!%%• Condition ponr que les dewK droite» soient i^eetanfv- 
lalres. — 11 faut et il suflit que tang V soit infinie ; la condition est 
donc 

A4-C = 0. 

ce qui résulte aussi de ce qu'on doit avoir ni*m'' = — 1. 

tu 71» Équation dn système des bissectrices des angles des 
deux droites représentées par nne équation h<nnogéne. — Soit 

Téquation donnée 

[1] Ax«-f-2Bj:t/-f-C«/« = 

et 
[2] Cm« + 2Bm4-A = 

r^quation ayant pour racines les coefficients angulaires m' et m" des 
deux droites données. Ces deux droites ayant respectivement pour 
équations 

y — m'x = y —m''x=0 

on a vu (n° IMS) que Téquation du système de leurs bissectrices est 

y — m'a: y — m".r 

ou, en élevant au carré et chassant les dénominateurs, 

(1 ■+- m"») (y — m'x)* — (1 -4- m'») {y — m"j:)» = 
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OU 

— (l4-m'«)m''»| 4- 2m" (1-4- m'») | — (l + m'*) 
ou 

(m'* — ?w"*) a:* -f- 2 (m' — m") (m'm" — \)xij—{m'^ — m"«) //» = 
et en divisant par m' — m'', qui n*cst pas nul par hypothèse^ 
(„i' + m") x« -f- 2 {m^w!* ~\)x\j— (m' 4- »»") J/* = 



Mais 



/ . // 2B , f ,. K 

m -h m= — TT el mm" = - 



Donc réquation devient 

— 2Bx»-4-2(A — C)a:y + 2Bf/*=0 
ou 

[ô] Bj;« — (A — C):ry — B//' = 

Cette équation homogène représente les deux bissectrices des 
angles formés par les droites de l'équation [i], leurs coefficients 
angulaires fi.', fi." sont racines de Téquation 

[4] Bfx* — (A — C)|JL — B = 0, 

leur produit 

Ces deux bissectrices sont donc rectangulaires. 

t98« Condition pour qu'une équation générale dn second 
de^ré en o; et y repréiiente deux droites. — L'équation complète 

du second degré est 

[1] .\x« + 2B:t:yH-Cy»-4-2DiH-2Ey-f-F = 

\^ Si elle représente deux droites qui se coupent, soient j:©» Vo I*-*» 
coordonnées du point d'intersection ; en prenant ce point pour nou- 
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velle origine, on doit remplacer x par X + Xo et y par Y-f-yo 
{a" 904), et l'équation devient 

A (X -(- x,y + 2B (X + X,) (Y + y») + C (Y + y,)' ■+- 2D (X-hx,) 



-l-2E(Y + y,)-(-F=0 



ou 



AX» 



•2BXY-lrCY»-4-2Axo 
-t-2By. 
-I-2D 



2Bxo 
■2Cy, 
-2E 



■Ax,' 

•2Bx,y, 

•Cy.» 

■2Iteo 

-2Ey, 

-F 



= 



équation qui doit être homogène par rapport à X et Y ; donc les 
termes du premier degré et le terme constant doivent disparaître, ce 
qui donne les conditions 

[2] Ax.-+-By, 4-0 = 

U>] Bj-,-f-Cy, + E = 

[i] Ar,' 4- 2 Bx,y, + Cy,' + 2 Dx, + 2 Ey, + F = 

Hais en multipliant l'équation [2] par — x,,, l'équation [3] par — y,, 
l'équation [4] par 1 et additionnant, on a 



M 



Dro-4-Eyo-4-F=:0 



équation plus simple, qui peut remplacer Téquation [4] ; le système 
des trois équations [2], [o], [5] doit donc être vérifié par un même 
système de valeurs de j-^ y^ ; donc, si on élimine x^ et t/o entre ces 
trois équations, on obtient la condition demandée, qui est 



[1] 



A = AE» — 2BDE-4-CD«4-F(B' — AC)=0; 



les équations [2] et [3] donnent les coordonnées du point commun, 
qui sont 

_ rn— BE AE— BD 

"^'"b' — AC ^«""B* — AC 

— Ces calculs supposent que B' — AC n'est pas nul; alors les droites 
représentées par Véquation [1] se coupent. 
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2« Si l'équation représente deux droites parallèles ou confondues, 
les équations de ces droites prises séparément sont de la forme 

y — nix — /) = y — mx — /)' = 

et le système de ces parallèles a pour équation 

(y — mx—p) (y — mz—p') = 
ou 

(y — mxy — (p -^p') {y — ntr) + pp' = 

ou en développant 

m^x^ — 2mxy -h ?/' 4- m (p -h;/) x — (p -f-/)') y -^pp' = 0. 

En identifiant celte dernière équation avec Téquation [1] on doit 

avoir 

A_ — B_C__ 2D _ — 2E _F 
m' m 1 "" m (p -4-;/) "";>-+- ;/ "" pp^ 

ce qui donne 



faj A = Cm^ [ 



[p] B=r — Cm 



1 ^l) = m{p-^p')Cl 



m, p et ;/ sont arbitraires. Si on élimine m entre les égalités [a] et 
[p], on a comme première condition 

[II] B« — AC = 

et si, entre [p], [y], [8], on élimine m et p-hp'y on a la deuxième 
condition 

[III] CD — BE = 0. 

Mais si dans la condition 1 = 0, trouvée précédemment, on exprime 

1)1 
que B* — AC = 0, en y remplaçant A par -7 il reste 

u 

B'E* 

^ — 2BDE-hCD«=0 

ou 

(BE — CD)» = donc CD — BE = 
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donc les conditions [II] et [III] sont encore comprises dans la condi- 
tion [I] 

A = 0. 

Cette expression A, qui annulée exprime qu*une équation du second 
degré représente deux droites, est appelée le discriminant de la fonc- 
tion du second degré en x et y. 

Quand Téquation est homogène, D, E, F sont nuls; quand Tëqua- 
tion ne contient pas la variable y, B, C, E sont nuls; on a donc bien 
encore 

A = 0. 

t99. Point» et droite* imaffiiiaires. — Nous avonS été conduits, 

pour généraliser, à dire qu^une équation représente dans certains 
cîiS des droites imaginaires. 

Précisons ce que nous entendons par points et droites imaginaires. 

1® Nous appelons point réel, tout point dont les deux coordonnées 
sont réelles; point imaginaire, un point dont Tune au moins des 
coordonnées est imaginaire. 

Deux points sont imaginaires conjugués si leurs coordonnées sont 
de la forme 

Sx' ^= a -\- di . l a/' = a — aï .... ^ , — j 

y^ = h-^ pê '^ \y" = h- pi ' désignant v^=l 

Le milieu de la distance de deux points imaginaires conjugués est 
un point réel. Car, ses coordonnées x^ et y^ étant les moyennes arith- 
métiques de celles des points donnés» on a 

.r' -4- X*' y' -f- w" , 

x,= — = a yi = ^ 2 



2« On dit qu'une droite est réelle quand son équation 

A.r-f-Bi/-hC = 

a ses trois coefficients A, B et C réels. 

Une droite imaginaire a une équation de la forme 

(a -f- aï) :r -h (i -h pi) 1/ -h (c 4- yO = 

Tun au moins de ses coefficients étant imaginaire. 
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Toute droite imaginaire a un point réel^ et un seut. 
Car son équation peut s*écrire : 

elle est donc vérifiée par les coordonnées du point de rencontre des 
deux droites réelles 

ax^by'hc=0 et ox-h py 4-^ = 0, 

et c'est le seul point réel de la droite donnée, car une imaginaire ne 
devient nulle que si le groupe des termes indépendants de i et le 
coefficient de i s'annulent en même temps. 

l.a droite imaginaire conjuguée de la précédente ayant pour équa- 
tion 

ar4-%-4-c — i (02: -f- Py H- y) = <^ 

passe aussi par ce même point réel. 

Ainsi deux droites imaginaires conjuguées se coupent en un point 
réel. 

On vérifiera facilement que si une droite passe par deux points 
imaginaires conjugués^ elle est réelle, 

(Voir Éléments d'Algèbre par H. Bos, n"* M9, les définitions con- 
cernant les imaginaires.) 

180. VUlité de la coasldéni- 
tion des points et des droites 
Imaipiiiaires en géométrie ana- 
lytlqne. — Les notions qui pré- 
cèdent permettent d'expliquer cer- 
tains résultats du calcul algébri- 
que, plus généraux que ceux de la 
géométrie pure. 

Soit, par exemple, à chercher le 
lieu des milieux des cordes tracées 
dans un cercle parallèlement à 
une direction OZ. La géométrie 
donne pour ce lieu le diamètre 
perpendiculaire à la direction OZ, pjg ix\. 

c'est-à-dire seulement la portion 

de droite CC. Si on traite la question par le calcul, on trouve la droite 
indéfinie D'D (fig. 211). C'est qu'en effet, quand la parallèle à OZ 
cesse de rencontrer la circonférence, on trouve pour les points com* 
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muns à ces deux lignes deux abscisses imaginaires conjuguées, et de 
même pour leurs ordonnées. Le milieu de la distance de ces deux 
points est toujours réel et appartient à la droite D'D. 
L'équation du cercle étant 

celle d*une sécante 

y — mx — X = 0, 

les abscisses des points d'intersection sont les racines de Téquation, 

x«-4- (m c -^ X)* — r* = 
ou 

(i 4- m«) .r^ -h 2mXr H- X» — r« = 0. 

La condition de réalité est 

m»X«— (m«-hl)(X»— r')>0 
ou 

— X«-t-(m»4-i)r»^0 
ce qui revient à 



— r0HM-T< X < 4- r v/mM-1 

Mais les coordonnées XY du milieu d'une corde dont le coefficient 
angulaire est m doivent satisfaire aux deux équations 

[{] X = -=^ [2] Y = mX4-X 

quel que soit X; en éliminant X entre ces équations, on a 

V wi(Y — mX) V . V A 

X = i-j — 7—^ ou X -f- mY = 

équation de la droite indéfinie D'D menée par l'origine perpendicu- 
lairement à OZ. 



§ II. — CmCONFÉRENCE 

t8i. ÉqvaCion d*nnc elreonféreaee ea eoordonaées rccteage- 
laircs. — Il faut trois données pour déterminer une circonférence. 
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les deux coordonnées du centre a et 6 et le rayon r\ nous avons vu 
(n^ Sis) que Téquation de la courbe en coordonnées rectangulaires 
est 

ou, en développant et ordonnant, 

a:» -f- y' — 2aa: — 2% -h (a» -h t* — r*) = . 

C'est donc une équation de 2* degré, dans laquelle les coefTicients 
de a:' et t/* sont égaux et celui de xy est nul; quand la circonrérence 
change, a, fr,r varient, mais les termes du second degré ne changent 
pas. Ainsi la circonférence est une courbe particulière du second 
degré. 

%%%• CondlUoniB nécessaires et sufllsaiites pour 4n*vne 
équation dn second degré représente nne elreonférence. **- THÉO- 
RÈME. — // faut et il suffit que les coefficients des ternies en x' et y* 
soient égaux, et que celui de xy soit md. 

En efTet, 1 équation générale du second degré est 

[1] Ax^^-2BJ^y-^Cy«^-2D2:-4-2Ey^-F = 

celle d'une circonférence étant 

[2] .r«H-y« — 2ax— 2%4-(a»-4-6*— r') = 0. 

Pour que ces deux équations représentent la môme ligne, il faut et 
il suffit (n^ tts) que les coefficients de tous les termes soient propor- 
tionnels; la seconde n'ayant pas de terme en xy, ce terme doit man- 
quer aussi dans la première : donc déjà 

B = 
et en outre on doit avoir 

A C D — E F 



11 a b a*4-fr' — r«' 

ce qui fait cinq conditions; donc, pour que Téquation [i] représente 
une circonférence donnée, dont on connaîtrait le centre et le rayon, 
il faut les cinq conditions précédentes. 

Mais pour qu'elle représente une circonférence quelconque, les trois 
paramètres a, b, r étant alors arbitraires, il faut les éliminer entre 
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les cinq égalités précédentes; il reste alors seulement deux condi- 
tion». Or Télimination est toute faite, puisque les deux premières 
égalités sont indépendantes de a, h et r. Les deux conditions néces- 
saires sont donc 

B = A = C. 

RÉaPROQUE. — Ces conditions sont suffisantes, — En effet, suppo- 
sons-les remplies, Téquatîon [i] devient 

[1] A{a:« -+- xf) 4- 2Dj: + 2E// + F = 0. 

Je dis qu'alors on peut déterminer le centre et le rayon d'une cir- 
conférence ayant cette équation ; les paramètres inconnus û, fc, r 
doivent en effet satisfaire aux équations : 



a 




f D 


-\=^ 


d'où , 


--! 


F A 




, . .. F D«-+-E' — AF 
^ A A» 


a«-(-J' — r'-"^ 



Le coefficient A ne peut pas être nul, sans quoi Téquation donnée 
[i] s*abaisserait au !«' degré; donc les coordonnées du centre, a et 6, 
ont toujours une valeur finie et déterminée ; la valeur du rayon est 



y/D'H-E* — AP 

^"" A 

donc 

1» Si D*-+-E* — AF>0, le rayon est réel; l'équation [1] repré- 
sente donc une circonférence réelle, 

2« Si D* -t- E* — AF = 0, le rayon est nul ; on a une circonférence 
de rayon nul, c'est-à-dire réduite à un point, 

3» Si D*-f-E* — AF<0, l'expression du rayon est imaginaire. 
L'équation donnée n'est alors vérifiée par aucun système de valeurs 
réelles de x et y. Hais les conditions qui caractérisent l'équation 
d'une circonférence étant remplies, savoir : B = et A = C, et le 
centre déterminé et à distance finie, nous dirons encore que l'équa- 
tion [1] représente une circonférence, mais une circonférence ima- 
ginaire. 
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L'équation [1] peut être écrite, en y mettant A en facteur, 

ou, en complétant les carrés, 

Sous cette forme, on voit encore que : 

Si D»-4-E* — AF>0, il y a une courbe réelle. 



271 



^ A 



Si D* 4- E* — AF = 0, la courbe se réduit au seul point 

Si D'-hE* — AF<0, la courbe est imaginaire 

MS.CoBwtractlondnrayoB. ,y 

— Les coordonnées du centre 

étant a = — t» fr = — r* si 
A A 

on construit le point C ainsi IC' 

déterminé (fig. 2i2), on a 

F . p 1^ 

r« = a»4.fc«— ^ = 00* — J 

On peut toujours supposer A 

positif; alors yig, 212. 

Si F>0 soit j = ifc«=ÔK', r'^O? — ()K' = CK* 

le rayon, réel ou nul si OK ^ OC, est en outre <COC ; le point est 
donc extérieur à la circonférence. 

Si F = r = OC, la circonférence passe par l'origine. 

Si F<0 soit ? = — ÔF, r»=ÔC*-^01^' = Gi^^r>OC 
A 

Torigine est à l'intérieur de la circonférence. 
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984. Exemple. — Soit Téquation 

Les coordonnées étant rectangulaires, cette équation représente une 
circonférence; divisons tous les termes par 4, 
on a 

x' -+. y«_ Sx H- 2y -f- j =:^ 
complétons les carrés 

(— |)* + (yH-i)'-|-i-f-|=o. 

5 
Le centre a donc pour abscisse ^ et pour 

Fig- 213. ordonnée — i ; on a d ailleurs 

donc la circonférence est tangente en A à X'X (fig. 215). 

t8S. Points Intérlcars et points extérieurs. — Soit Téquatlon 

d*un cercle, on peut toujours la ramener à la forme 

(x — a)«H-(y — 1)«— r« = 0. 

Le centre C ayant pour coordonnées a et b, prenons un point in- 
térieur I (a?! y,) et un point extérieur E (.r, y,) ; on a 




donc 
et 



Ci*<r* et CÈ*>r« 



C'est-à-dire que le premier membre de Tëquation, qui est nul pour 
tout point M de la courbe, devient négatif si on y remplace .r et y 
par les coordonnées d*un point intérieur, et positif si on remplace x 
et y par les coordonnées d'un point extérieur ; la fonction 

ar» -h yî H- 2Dz -+- 2Ey -h F 

change donc de signe (du signe — au signe -j-) quand on passe de 
la région intérieure à la région extérieure à la courbe. 
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Par exemple la substitution des cooixlQfinées de Torigine j: =± 0» 
tj=zO dans.cettc fonction donne pour résultat F ; suivant que F est né- 
gatif, nul ou positif, Forigine est à l*intérieur, sur la circonférence, 
ou à Textérieur. C'est ce qu'on a vu en construisant le rayon (ii* t83). 

9M. Pelssance €l*iiii point par rapport * vu ccrelc. — Théorème. 
— Si l'on a soin de réduire à Vunité les coefficients de i* et de y*, 
la puissance d'un point ?par rapport à un cercle^ C = 0, est égale à 
la valeur algébrique du premier membre C de Véquation du cercle 
où Von remplace xet y par les coordonnées du point P. 

En effet, on sait qu en désignant par d la distance du point F au 
centre du cercle et par r le rayon, la puissance du point F est tou- 
jours égale à d' — r* (voir Géométrie); soient X, Y les coordonnées de 
V et a, b celles du centre, . 

d«=:(X — a)«-h(Y— 6)» 
donc 

puisse de F:== (X — a)«-f- (Y— fr)'— r»; 

c'est bien le premier membre de Téquation du cercle. — La puis- 
sance de F est négative, nulle ou positive suivant que ce point est 
intérieur, sur la courbe, ou extérieur. 

989. Axe mdteal fie ilewc cercles. -- On sait qu*on appelle 
axe radical de deux cercles le lieu des points d'égale puissance par 
rapport à ces deux cercles. 

Règle. — Si Ton réduit à Tunité le coefficient de .r* dans les équa* 
lions dos deux cercles, Véquation de Vaxe radical s'obtient en retran- 
chant membre à membre les équations de ces deux cercles, 

Enelîot, les équations de deux cercles peuvent toujours être écrites 
sous la forme 

[1] x^-hy^-h^dx -hiey -^[ = ou Cr=0 

[2] x»-+-y«-4-2(/'x-4-2e'^-hf ^0 ou C'^0 

Soient XY les coordonnées d*un point H d'égale puissance 

Fuiss«^ de M par rapport à C == X« + Y» 4- 2dX -h 2eY 4- / 
Fuiss'î de M par rapport à C = X» -h Y« -+- 2rf'X -h 2<^Y -h r 

les deux puissances étant égales, leur différence est nulle, et en. re- 
tranchant il reste 

[:>] 2(d — rf')X-h2(^ — e')Y4-/— /'^O 

UC.XAT. — COMPL. d'àLG. 18 
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qui est Téquation du lieu. Ce lieu est donc une droite» qui passe 
par les points communs aux deux circonrérences données. 

M8. Remarque L — Cette droite est d'ailleurs perpendiculaire à 
la ligne des centres, car, en prenant cette dernière ligne pour axe 
des X, les équations des cercles deviennent 



[i] 


x^-+-y*-h2dx+f=0 


[2] 


j:« + y«4-2rf'x4-/' = 



et celle de Taxe radical se réduit à 

[3] 2(d — d')x^f—r=0. 

tM. Remarque II. — Si dans les équations des circonférences f et 
f sont égaux, Téquation de Taxe radical se réduit à 

2{d — d')x = 
et comme 

d^d' x = 0. 

L*axe radical coïncide alors avec Taxe des y. Ainsi les équations 
de deux circonférences rapportées à la ligne des centres prise pour 
axe des x et à Taxe radical pour axe des y sont 

«' -+- y* -h 2ix H- f= 
x^']-y^-h2d'X'+-f=0 

Ce choix d*axes est commode dans beaucoup de problèmes. 



EXERaCES ET PROBLÈMES 



i . Construire les droites représentées par les équations suivantes 

4kt« — 5ax — 6a« = ar» + oc» — a»x = 

4jc« — 2(Lr h- 25a» = a;* - 5a« r» + 4a* =r 0. 

2. Construire les droites représentées par les équations 
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Calculer en degrés Tangle des deux dernières droites et l'angle de chacune 
d'elles avec OX. 

3« On donne l'équation 

(2v^3 + o)j;«- âjry — y« = 0. 

Calculer l'angle des deux droites et l'angle de chacune d'elles avec OX (dé- 
doubler les radicaux). 

4. Que représente l'équation 

2(x - a)* - 5(.r - «) (i^ — &) + (y - i')* = 0? 

5. On donne l'équation 

5x* — Sxy + ky* — ax'\- Aay 7" ^^ ^' 

Résoudre par rapport à y, construire les lignes que cette équation repré- 
sente, déterminer les coordonnées de leur point d'intersection et leur 
angle. 

6. Que représentent les équations 

x« — 2j:|y + y* + a.c — ay =0 

a;» — 2x1/ + y* — 2aa: 4- 2fli/ -h fl« = 

;r« — 2jy + y« — 2ax + 2ay -f 2a« = ? 

7. On donne les deux droites 

Sx + ^i^ — 9 = 
i2.c+5y — 5=:0. 

Former l'équation du 2* degré qui représente le système des bissectrices 
des angles de ces droites. 

8. On donne l'équation homogène 

[\] .\.r« + 2Rrj/-HCi(«:=0 

Trouver l'équation du faisceau des droites menées par l'origine et respecti- 
vement perpendiculaires aux précédentes. 

9. Trouver l'équation du faisceau des droites respectivement perpen- 
diculaires aux droites représentées par l'équation [1] et menées par un 
point donné (xq, y^) du plan. 

10. Droites menées par un point {xq, yo) parallèlement aux droites [1]. 
il. Montrer que les deux systèmes de droites 

xyz=0 y« — m*x* = 

forment un faisceau harmonique. 



Digitized by 



Google 



276 GÉOMÉTRIE ANALHIQUE. 

13, Montrer que les deux systèmes de droites 

forment un faisceau harmonique. 
15. On donne les équations 

ProuTer que la condition pour que ces deux systèmes de droites forment 
un faisceau harmonique est 

flc' + ca' — 2frfr' = 0. 

Quand les deux premières droites sont rectangulaires, quelles sont les 
deux autres? 

14. On donne un triangle rectangle AOB; par un point quelconque H 
de X'X on mène MG et MD parallèles à OB et AB. 
Trouver le lieu du point de concours P dès dia- 
gonales du parallélogramme MCBD. Expliquer 
pourquoi les droites OB, AB font partie du lieu 

V (fig. 214). 

V\ 15. Les côtés d'un triangle variable ABC 

nA^ tournent respectivement autour de trois points 

\ Vnvv^, fixes a, p, y, situés en ligne droite, et les 

' A {\ sommets A et B parcourent chacun une droite 

'\ ! \ fixe SV, SZ. Trouver le lieu du sommet C. — 

MA — X '*^"*''^'' ^^^ ^*^^^ ""® droite qui passe par le 

point S. 

16. Si les trois sommets d'un triangle ABC 

Fig. 214. sont mobiles sur trois droites concourantes OX, 

OY, OZ, et si deux des côtés AB et BC passent 

respectivement par des points fixes P et Q, le troisième côté CA passe aussi 

par un point fixe qui est en ligne droite avec P et Q. 

17. Lieu géométrique des points M d'où l'on voit un segment de droite 
donné AB sous un angle constant Y. — Construction. 

18. Lieu des points dont les distances à deux points fixes A et B sont dans 
un rapport constant — • — A quoi se réduit l'équation si m = p? 

19. Lieu des points dont la somme des carrés des distances à n points 
fixes est égale à un carré donné K«. — Montrer que c'est un cercle; quelles 
sont les coordonnées du centre? 

20. On donne une parabole; on trace un rayon vecteur FM; on projette 
le point M sur la directrice en H et le point H sur le rayon FM en 1. Trou- 
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ver je lieu géométrique du point I. (Solution géométrique et solution ana- 
lytique.) 

21. On donne un triangle isocèle ABC; par le sommet A on mène une 
sécante quelconque AL ; on prend le point G' symétrique du point G par 
rapport à AL. — !• Lieu du point G'. 2* On trace BG' qui coupe AL en M, 
lieu du point M. (Solution géométrique et solution analytique) (fig. 215). 





M 



Fiff..216. 



22. On donne une circonférence I et une corde AB; on trace par îe 
point A une sécante quelconque AG sur laquelle on prend de part et d*autre 
de G des longueurs GM = GM' = CB. Lieu des points M et M'. (Solution géo- 
métrique et solution analytique) (fig. 216). 

25. On donne quatre points A, B, G, D sur une droite. Trouver le lieu 
des points H d*où Ton voit les deux segments AB et GD sous des angles 
égaux. — Condition de réalité du lieu. Construction et discussion. Cas où 
AB=:CD. 

24. On donne deux circonférences tangentes en un point 0; par ce point 
de contact on trace deux cordes rectangulaires OA, OB. Lieu géométrique 
du milieu de AB quand Tangle droit AOB tourne autour de son sommet. 

25. On donne deux circonférences. Lieu du centre d*une troisième cir- 
conférence qui coupe chacune des deux premières en des points diamé- 
tralement opposés. 

26. On donne deux axes rectangulaires OX, OY et une sécante mobile 
coupant OX en A, OY en B, et dont la longueur AB 
est constante et égale à /. Lieu du centre de gra- 
vité du triangle OAB. 

27. On donne une circonférence 0, dont AB est 
un diamètre. Lieu des points M tels, que le carré 
construit sur la tangente MT soit équivalent au 
triangle AMB (fig. 217). 

28. On donne deux points fixes et B, soit 
OB = a ; on trace par le point une sécante quel- 
conque OZ sur laquelle on prend la longueur 
OA := 20B. Lieu géométrique du centre de gravité du triangle OAB qua^d 
OZ tourne autour de (fig. 218). 
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29. Démontrer que les axes radicaux de trois circonférences groupées 
deux à deux sont trois droites concourantes. 

50. La base BG d*un triangle est fixe et le sommet A est mobile sur la 




Fig. us. 




perpendiculaire OY; on joint le milieu M de BC au point de concours H 
des hauteurs du triangle et on abaisse sur MU la perpendiculaire AP. Lieu 
du point P. En quels points cette ligne coupe-t-elle OY (fig. 219)? 

51. On donne une circonférence; par un point A de cette courbe on 
trace une sécante qui coupe la circonférence en un deuxième point B, et 
sur cette sécante on prend un point M tel, que MA x MB = K>» Trouver le 
lieu du point M. (Examens oraux.) 

52. On donne deux points fixes A et B sur OX, deux droites AC et BG 

tournent autour de A et de B de manière que la différence GBX — GAX 
reste constante. Lieu du point G. (Examens oraux.) 

35. On donne deux axes rectangulaires, un point A sur OX et une droite OZ 
menée par Forigine ; on abaisse de A la perpendiculaire Ali sur OZ, et on 
prend sur OZ, OM := AH. Lieu du point H quand OZ tourne autour de 0, 
(Examens oraux.) 

54. On donne deux axes rectangulaires, un point A sur OX; on trace 
une droite OZ dont le coefGcient angulaire est m, et une droite AV dont le 
coefficient angulaire est m\ On suppose m et m' liés par la relation 

mm' H- m + m' + i = 0. 

Lieu du point de rencontre des droites OZ et AV. (Examens oraux.) 

55. On donne deux axes rectangulaires XOY et une sécante qui coupe 
OX en A, OY en B. Calculer les rayons du cercle inscrit, des cercles exin- 
scrits et du cercle circonscrit au triangle AOB. (Examens oraux.) 

56. On mène une parallèle B'C' h la base BG d'un triangle ABG et on 
trace les circonférences qui ont pour diamètres BG' et GB'. Démontrer que 
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Taxe radical de ces deux cercles est la hauteur qui passe par le sommet A. 
(Démonstration géométrique et démonstration analytique) (fig. 220). 

57. Une droite qui coupe X'X en A et Y'Y en B, 
se déplace de telle sorte que 

OA UB h 

1* Montrer que cette droite passe par un point 
fixe. 

S"" Lieu de la projection de Uorigine sur cette 
droite. (Examens oraux.) 

58. On donne un point A sur OX» un point B 
sur Oy et Ton trace une série de circonférences ayant pour centre le 
point ; on mène Taxe radical du point A (cercle de rayon nul) et de la 
circonférence 0, celui du point B et de la circonférence 0. Trouver le lieu 
géométrique de leur intersection quand le rayon varie. 

59. On donne quatre points en ligne droite, ABA'B'; sur AB et A'B' on 
décrit des arcs capables d*un même angle Y. — 1* Montrer que si Tangle Y 
varie, Taxe radical des circonférences tù et co' ainsi tracées passe par un 
point fixe ; 2* lieu des points d'intersection de ces deux circonférences ; 
5"* lieu du milieu de leur corde commune. 

40. On donne la circonférence 0; un point G est mobile sur cette cir- 
conférence : on trace les cii*conférences circonscrites aux triangles AOC, 
BOG; soient D et E leurs centres. — i* Montrer que le produit des ordon- 
nées des points D et E est constant ; 2* on trace AD et BE qui se coupent 
en M; lieu du point M; 5* on trace GM; lieu du milieu de GM; 4" montrer 
que les cinq points 0, G, D, E, M sont sur une même circonférence (fig. 221). 

41. On donne une circonférence et deux points A et B situés sur un 

diamètre OX ; on trace un autre diamètre PP 
et on fait passer une première circonférence G 
par 0, A et P, une deuxième circonférence G' 



ur\ 




Fig. 221. 




par 0, B, P'. Trouver le lieu du point M où se coupent ces deux circonfé- 
rences quand le diamètre PF tourne autour du point (fig. 222). — Que 
devient le lieu !• si A et B se confondent? 2* si AB=:2r? 



Digitized by 



Google 



m' GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

• 42. On donne un triangle ABC; on joint un point M aux trois sommets 
et l'on- trace en A la perpendiculaire à MA, en B la perpendiculaire à MB, 
en G la perpendiculaire à MC. — 1* Trouver le lieu du point M pour que 
ces trois perpendiculaires soient concourantes ; 2* quelles sont les posi- 
tions relatives du point de concours Pet du.point M? 3* quel est le lieu du 
point P quand M décrit son lieu géométrique? 
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CHAPITRE XI 



TANGENTES — NORMALES — ASYMPTOTES 



§ I. — TANGENTES ET. NORMALES 



t90« CoefBclcnt anfolalre de la tangente en mi point d'une 
conribc. — Théorène. — Le coefficient angulaire de la tangente en 
un point donné d*une courbe eit égal à la valeur que prend la dén- 
vée de V ordonnée d'un point de la courbe 
par rapport à rab$cisse, quand on y rem- 
place X et y par les coordonnées du point 
de contact. 

En eiTet, on sait (n^ 48) que la tangente 
on H est la limite d*une sécante MM'S pas- 
sant par M et par un point M' situé sur le 
même arc de courbe AMB, lorsque ce deu- 
xième point M' vient se confondre avec M 
(fig. 223). Soient^, y les coordonnées du 
point M, a: -4- A, y -h* celles du point M'; 
le coefficient angulaire de la droite MM' est égal (n® Mi) au rapport 
de la différence des ordonnées de ces points à la dilTërence de leurs 
abscisses; donc 

k 




Fig. 223. 



m = 



h 



Quand le point M' se déplaçant sur la courbe s'approche indéfini- 
ment du point M, la différence des abscisses A tend vers zéro, et, 
comme Fordonnée y d'un point de Tare continu AMB est une fonc- 
tion continue de l'abscisse (fonction définie par l'équation de la 
courbe), l'accroissement k de cette ordonnée tend aussi vers zéro et 
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le rapport j tend vers une limite qui est la dérivée de Tordonnée par 

rapport à Fabscisse ; mais il faut avoir soin de remplacer dans cette 
dérivée x eiy par les coordonnées du point M. 

Ml. l^ ca$. — L'ordoBBée y est une fonction ezpUelie é» X, 

— Si l'équation de la courbe est résolue par rapport à y, c'est-a-dîre 
est de la forme y = f(x), le coefficient angulaire de la tangente en 
un point H, dont l'abscisse est x^, a pour expression 



»^=r(-^o). 



Exemple. — Soit Téquation 



1 



y=j-[x*—(a-hb)X'hab\ 



Cette équation est vérifiée par a:=a, y=0, et par j: = 6, y=*0; 
la courbe passe donc en A et en B (fig. 224). 

Le coefficient angulaire de la tan- 
gente a pour expression générale 
m=f'(x), c'est-à-dire 



T. 



JV 



?^ 




Fîg. 22i. 



m=-(2x — a — b)' 



Au point A, dont l'abscisse est a. 



m,— - 



a — h 



et au point B» dont l'abscisse est fr. 



m,= = — m« 



donc, en appelant a et p les angles que font ces tangentes avec OX, 
ou a (n'* Mt) 



AB , ^ 
tanga=m4=^ tangp= — m, — — tanga 



"OA 



donc 



p=7c — a. 
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Le point G où la courbe coupe l*axe OY a pour coordonnées 

le coefficient angulaire de la tangente en G est donc 

a-^b OA-+-OB 



«1,= 



OA 



On peut ainsi construire ces trois tangentes AT,, BT„ GT, avant 
de tracer la courbe, qui est, comme on sait (n"* its), une parabole. 

••t. 2« COS. — L'ordoiiiié« y cftt nae fonetton fanpllelto fie ÙC, 

— Si Téquation n'est pas résolue par rapport à y, soit /*{x, y) = 0, 
Tordonnée y est une fonction implicite de x et nous avons vu (n® »•) 
que la dérivée de y par rapport à a: a une expression de la forme 

x^y yo étant les coordonnées du point de contact. 

Exemple, — Soit une circonférence rapportée à son centre et dont 
Téquation est 

Le coefficient angulaire de la tangente en un point M (x^, y^) de la 
courbe est 

Vo 

Or celui du rayon OM est m, = -t- - » donc mm| = — i . 
La tangente en M est donc perj)endiculaire au rayon OM. 

999. Éqiuitloii de la Ukngente en m point donné. — Désignons 
par X, Y les coordonnées courantes d*un point de la tangente et par 
X, y celles du point de contact; la tangente est la droite qui passe 
par ce point et qui a pour coefficient angulaire la dérivée de y par 
rapport à x; son équation est donc 

[1] Y-î/-r(x)(X-x) 

si Téquation de la courbe est y=:zf(x), et 

si l'équation de la courbe est f{x, y) = 0, 
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absolue du trinôme, et par suite du radical s, croît indéfiniment en 
même temps que celle de x. 

Et pour deux valeurs comprises respectivement dans ces inter- 
valles et telles que x = — ^±h, c'est-à-dire êquîdistantes de 01, le 

trinôme prenant la même valeur numérique, on a comme pour lellipse 
HM = H'M' et la figure MNM'N' est un parallélogramme. Par suite, 
la droite TcoY, parallèle à OY, divise en parties égales les cordes qui 
sont parallèles à D'D; c*est le diamètre conjugué du diamètre D'D. 
— Le point (o où ces deux diamètres se coupent est centre de la 
courbe. 

On voit, comme pour l'ellipse, que les tangentes en A' et A" sont 
A'Z et A'T'. 

999. II. Racines imaginaires, />' — ^<Z0, hjperhole. — Le 

trinôme écrit sous le radical est alors constamment du signe de son 
premier terme, et par conséquent positif; Tordonnée y reste réelle et 
continue pour toute valeur de x. Mais, z ne s'annulant pas, la courbe 
n'a aucun point sur le diamètre D'D. 
Si on écrit z sous la forme 



on voit que le minimum de s a lieu quand x = — %, demi-somme 



des racines. 
Ceminimum a pour valeur 




'^=W- 



^-p\ 



Si donc on prend sur IV 
de part et d'autre du point a> 
deux longueurs oB, taW 
égales à 2|, et si on mène 
par les points B et B' les 
droites ST, S'T' parallèles à 
D'D, il n'existe aucun point 
du lieu entre ces deux pa- 
rallèles, et la courbe se 
compose de deux arcs EBC, 
F/R'C situés de part et d'autre du diamètre D'D (fig. 256). Ces arcs 






L'^-^E 



Fig. 236. 
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pour le point B (o,fc) -h , tangente perpendiculaire à AB, 

pour le point M (a^b) — ? tangente perpendiculaire à OM. 

Les tangentes en A et B sont donc parallèles aux points et M, 
elles sont aussi parallèles et perpendiculaires aux précédentes, et les 
équations de ces quatre tangentes sont 

en A a(\—a)~b\=0 [\] 

en B a\—b(\ — b) = {) [2] 

en aX-+-ftY = [5J 

en M rt(X — a)-hft(Y — fr) = [i] 

MS. Tanipciite en mm point donné il'nne ellipse, €l*nne hyper- 
bole, d*une parabole. — 1<» Soit une ellipse rapportée à ses axes, 
son équation est 

L'équation de la tangente en un point H (x, y) de cette courbe est 
donc 

ou, en prenant les demi-dérivées, 

X£ Yy_£^ î^ 

Mais le point M (x, y) étant «ur la courbe, on a 

a*^b' 
donc Téquation de la tangente en M se réduit à 
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hyperbole a deux directions asymptotiques dont les coefficients 
angulaires sont les racines de Téquation 

Cm*4-2Bm4-A = 0. 

On met ces asymptotes en évidence en écrivant Téquation de la 
courbe sous la forme 



rn Ba:-f-E . 



JnART 



^ — P' 



Supprimons sous le radical le terme constant ^ f nous oble- 

5 

nous une nouvelle équation 

LUI ^=-^^fH) 

qui représente un système de deux droites. C'est précisément Féqua- 
lion trouvée (n« tS8) en faisant l'hypothèse />* — ^ = 0. 



Fig. 255. 




* — VTl' 



L'/'^E' 



Chacune de ces droites est asymptote de l'hyperbole. En effet, on 
voit d'abord que leurs coefficients angulaires 



m' 



— B — \/S 



m 



— B-4-1/3 



Digitized by 



Google 



ÉQrATION GÉNÉRALE DU SECOND DEGRÉ A DEUX VARIABLES. . 327 
sont bien les racines de Téqualion 

Cm»-f-2Bm-f-A = 0, 

puisque 8 désigne la quantité B' — AC. 

Prenons dans l'équation [1] le radical précédé du signe + et 
donnons à x une valeur supérieure à 3^ dans le cas où />' — 8ç > 0, 

ou supérieure à — ^ quand les racines du trinôme sont imaginaires 



(n<^ sse et SSY), puis faisons croître x indéfiniment, nous obtenons 
les branches de courbe telles que A"C ou BC (fig. 255 et 256). 
Prenons aussi dans l'équation [II] le signe -f- devant y/l, c'est-à-dire 

ftr-+-E , \Jl( 



l"l v=-5-:l+^(.^£) 



Pour une même abscisse :r, y est l'ordonnée d'un point H de la 
courbe et Y est l'ordonnée du point M, de la droite coL. La différence 
de ces deux ordonnées tend vers zéro quand l'abscisse x augmente 
indéfiniment. 
En effet 

v-,=J[v/5(.H.f)-0(.+f).+fci'J 

Multiplions et divisons par l'expression conjuguée de celle qui est 
écrite dans la parenthèse et réduisons, la valeur de Y — \j prend 
la forme 

1 ^ 



^^('-f)-0('+r)-v^ 



En faisant varier ar, soit de a:" à -h», soit de — f à -|-oo, 



comme nous l'avons supposé, le dénominateur reste constamment 
positif et croit indéfiniment en même temps que x ; donc la diffé- 
rence Y — y des ordonnées de la droite wL et de la branche de 
courbe A"C ou BC tend vers zéro. 

De plus, on peut toujours supposer C > 0, 8 est positif par hypo- 
thèse; donc 

{0 Si />» — 8//>0 (fig. 255), la différence Y — y est positive, 
donc l'arc de courbe A"C est au-dessous de l'asymptote wL ; 
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2« Si p« — o^<0 (fig. 256), la différence Y — y étant négative. 
Tare de courbe BC est au*Klessus de l'asymptote «i>L. 
De même si on prend la droite 

Bx4-E v/5/ 



m '.=-5^-¥Kf) 



et Tare de courbe tel que A"C' ou B'C obtenu en prenant le radical 
avec le signe — 

Bjt+E 1,/7/ pV . 8ç — />* 

y.= ê cV K'^-^i) -^^^ 

En transformant la différence Y, — y^ comme précédemment, on 
voit qu'elle tend vers zéro quand x croît indéfiniment, et qu'elle esl 
de signe contraire à p* — S^. Donc la branche A"C' (fig. 255) est 
au-dessus de l'asymptote coX', et dans la figure 256 la branche B'C 
est au-dessous de wX'. 

Si maintenant nous faisons varier :i; de ^' à — » quand 

P^ — ô<y>0, ou de — ^ à — oo quand les racines du trinôme sont 

imaginaires, considérons les branches de courbe A'E ou BE et la 
droite a>X, dont les ordonnées sont 



et 



-VK'-f)"-^ 



_ \br-h E \/J 



C 
La différence de ces oi*données est 



:H} 



X-+-1: étant négatif par hypothèse, puisque x<C — f» on a encore 

entre crochets une différence dont les deux tenues augmentent en 
valeur absolue en même temps que x. Transformons-la, comme pré- 
cédemment, en multipliant et divisant par le facteur 



Digitized by 



Google 



ÉQUATION GÉNÉRALE DU SECOND DEGRÉ A DEUX VARIABLES. 329 



il vient 



Y-y = i 



S 



v^HF^-^K^-f) 



Alors, quand x tend vers — oo , le dénominateur augmentant indé- 
finiment, Y — y tend vers zéro. 

De plus, comme on a ^H-|<0, C>0 et o>0, le dénomi- 




Fig, 236. 



naleur est positif et la différence Y — y est de même signe que 

Donc, si 

p'-^>0 M>y, 

Tare A'E est au-dessous de Tasymptote wX (fig. 255) ; si 

p'-^q<0 Y<y, 

l'arc BE est au-dessus de l'asymptote (oX (iig. 256). 

On raisonnera de même pour montrer que la droite coL' est asymp- 
tote à l'arc de courbe A'E' et au-dessous de cet arc et que cette 
droite wl/ est asymptote à Tare B'E' et au-dessus de cet arc. 

En résumé, quand 8 > 0, Téquation du second degré représente 
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une courbe appelée hyperbole^ composée de deux branches situées 
respectivement dans deu^ angles opposés par le sommet, formés 
par les droites L'oL, X'<t>X, qui en sont les deux asymptotes. Et la 
courbe se réduit à ses deux asymptotes dans le cas particulier où 
p* — 8ç = 0, c'est^-dire quand les racines du trinôme soumis au 
radical sont égales. 

S4I. Hyperbole éqallatérc. — On dit qu*une hyperbole est équi- 
latère, quand ses asymptotes sont rectangulaires. 
Les coefficients angulaires des asymptotes étant racines de Téquation 

Cm»-f-2Bm-4-A = 0, 

ces droites sont rectangulaires si m!m" = — 1, c'est-à-dire si 
A -i- C = 0. Ainsi une hyperbole est équiiatère quand la somme des 
coefficient» de X" et Y* est nulle, les axes de coordonnées étant d'ail- 
leurs rectangulaires. La quantité B* — AC se réduit alors à B*-f- A*. 

S49. Forme de réqnaClon du second defpré dans le cas do 
«enre hyperbole. — Si On écrit Téquation, comme nous Tavons 
fait (n° SS4), sous la forme 

on voit que, 8 étant par hypothèse positif, Tensemble des termes qui 
contiennent les variables forme une différence de carrés qui, égalés 
séparément à zéro, donnent 

Ba:-f-Cî/-hE = a-h| = 0, . 

équations du diamètre D'D qui divise en parties égales les cordes 
parallèles à OY, et du diamètre IV conjugué du précédent. 
Et réciproquement, toute équation de la forme 

(ar-f-%-f-c)« — A*(^ — a)* + X=:0 

représente une hyperbole proprement dite quand X^^O, et une 
variété d'hyperbole quand X = 0. 

Et si on transforme en produit la différence des carrés, l'équation 
prend la forme 

[(a4-fc)x-f-&J/-l"C — Ax] [(a — A).r-f-*i^-4-c-|-Aa]-f-X = 0, 

où les deux asymptotes sont en évidence. 
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94S. Exemples. — I. Soient les trois équations 



331 



[i] 
[2] 
[3] 



(y — 2a:-«-l)« + (ar — 3)« — 4 = 
(y — 2a:-i-l)«4-(x — 3)« + 4 = 



Les termes qui contiennent les variables formant une somme de 
carrés, chaque équation représente une 
courbe du genre ellipse dont les droites 

y — ix-hi=0 a: — 3 = 

sont deux diamètres, le 1®' conjugué à la 
direction OY, le 2* conjugué au premier. 
Pour 

î^—2.r -1-1=0 (or— 3)*=4 a = 3±2 

on a les points A et A'. — Pour 

a: — 3 = 1/ — 2^-f-l=±:2 

y = 2a:— 1±:2 

on a les points B et B' (fig. 258). 

L'équation [1] représente une ellipse proprement dite, 

— [2] — une ellipse réduite au point (o 

— [3] — une ellipse imaginaire, 

II. Soient les équations 




[i] 

[2] 



(y — a: — i)» — (or — 3)«4-4 = 
(y — X — 1)« — (a: — 3)« — 4 = 
(î/ — a:— 1)* — (x — 3)« =0 



Les termes contenant les variables forment une différence de 
carrés, chaque équation est du genre hyperbole. 
Les deux droites 

y — ar— 1=0 a: — 3 = 

sont le diamètre D'D conjugué à OY, et le diamètre (oZ conjugué de D'D. 
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El les droites représentées par Téquation [3], qu'on peut écrire 

(j/-^)(2/-2^-*-2) = 0, 

sont les deux asymptotes L'wL, X'<oX. Elles forment un faisceau har- 
monique avec les deux 
droites précédentes. 

L'équation [1] repré- 
sente l'hyperbole EAC, 
E'A'C, qui est traversée 
par le diamètre D'wD en 
A et A'. 

L'équation [2] repré- 
sente l'hyperbole GBK, 
G'B'K', qui ne rencontre 
pas D'D, mais coupe ojZ 
en B et B'. 

Ces deux hyperboles 
ont les mômes asympto- 
tes, L'coL. X'coX, représen- 
tées par l'équation [.Ij 

Fig. 259. (fig. 259). 

S44. Genre hyperbole. — Cas oit G == 0. — Quand la COUrbe 
est du genre ellipse, 8 étant négatif, G ne peut être nul, mais la 
condition B* — AG > est compatible avec l'hypothèse G = 0, pourvu 
que B ne soit pas nul, car alors 8 = B*. 

L'équation de la courbe est alors du l^*" degré par rapport à y, 




et donne 



Aj:* -^ 2Rry -f. 2Da: 4- 2Et/ H- F = 



Ax*-f-2Da:-hF 



y=- 



2(Bx-f-E) 



Si on efîectue la division indiquée, on obtient un quotient du premier 
degré et un reste R de degré zéro, puisque le diviseur est du pre- 
mier degré, et l'expression de y peut se ramènera la fonne suivante : 

R 



Distinguons alors suivant que le reste R n'est pas nul ou que R = 0. 
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1« R 9^ 0. — Construisons d*abord la droite L'L, qui a pour 
équation 

y^zz^mœ-^-p et soit z-. 



R 



■2(Rr-f-E) 



(/ordonnée de la courbe est alors 



Poui' une abscisse donnée x = OP, on a un point M de la 
courbe dont Tordonnée s*obtient en ajoutant à Tordonnée du 
point N de la droite L'L, la valeur algébrique correspondante de z; 
la forme de la courbe dépend donc des variations de z. 

Supposons, pourpréciser, 

^>0 et écrivons z sous 
la forme 

R 



»(xH-|) 
OU, en posant 

:^-.=-| = 01, 



IB 



'2B(x — x,) 




Quand 



Fig. 2G0. 



X croit de — « à ar, — e, 

z est négatif et décroît de à — oo , 

on obtient une branche de courbe CD' située au-dessous de L'w, à 
gauche de wV et ayant ces deux droites pour asymptotes (fig. 260). 
Quand 

X croît de OTi H- e à -4- oc , 

z est positif et décroît de -h oo à zéro, 

ce qui donne une autre branche Cl) située au-dessus de wL, à droite 
de wX et asjTnptote à ces deux droites. 
Celle courbe est encore une hyperbole. 

Si le nombre ^ est < 0, le même raisonnement montre que la 
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courbe se compose encore de deux branches EG, E'G', qui ont 
toujours pour asymptotes les deux droites 1/L et X'X, mais sout 
situées dans les deux autres angles (fig. 261). 

Le point «o est centre, 

i 

ï 

i ïj. 

i 




car pour deux valeurs 
de X, équidistantes de Of , 



et 



x = Xi — h 
x = Xi'^ h. 



on a 



et 






z = - 



R 
2BA 

R 
■2BA' 



donc MN=MW (fig. 260 
et 261). 

La figure MNM'N' est donc un parallélogramme et wM = coM'. 

2'» Supposons R= 0, c'est dire que le polynôme 

— (Aa:»4-2D^-|-F) 

est exactement divisible par 2(&r + E); on a alors Tidentité 

Ax* H- 2D^ + F = — 2(Rr -h E) (ma: -h />) ; 

donc Téquation de la courbe fl] peut être écrite sous la forme 

2(Rr -f- E)y — 2(Rr -f. E) (wur -h p) = 
ou 

2(Rr 4-E) (y — wur — /?) = 0; 

elle représente donc le système des deux droites : 



y — mx — p = droite L'wL 
Ba:-f-E = droite X'u>X. 



S4S. Forme de réqnaClon d*ane hyperbole quand C = 0. — 

On voit que si à la condition B* — AC > on joint l'hypothèse C = 0, 
l'hyperbole représentée par l'équation a une asymptote parallèle 
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à OY ; celle asymplote s'oblient en égalant à zéro le coefficienl des 
lermes en y dans Téquation de la courbe. 

Celle-ci peut d^ailleurs être mise sous la forme 

2(j/ — wur— ;?)(B^-|-E) — R = 0, 

où les deux asymploles sont en évidence, Thy'perbole se réduisant a 
ses asymploles quand R = 0. 

SM. 3« cas. — Genre paraliole C 9^ 0. — Soil 8 = B* — AC = 0. 

— On peut alors supposer C^éiO, ou bien C = avec B= 0. 
I. C ^ 0. — En résolvant l'équation par rapport à y, on a 



[i] 



y= 



Bx- 



c 



— dZgV/^/wT 



ou 



y = y,±:z. 



Le terme en x^ sous le radical a disparu ; Tétude des variations 
de z nous conduit à distinguer trois cas, suivant que le coefficient 
de X est positif, négatif ou nul. 

l*» Soit 



p = BE- 
ou, en posant 



.CD>0, alors « = g \/V(^-i-^) 



2p— ^* 



z = ^^/îp(x — x^). 



Puisque p est positif, z n*est réel que quand x croit de X| à 
et z croit indéfiniment avec x. Donc, 

si on prend OX' = Xi = — i et si 

on trace A'Z parallèle à OY, la courbe 
est située tout entière à droite de 
cette ligne : elle est formée d'un seul 
arc qui s'écarte indéfiniment du dia- 
mètre D'D dans le sens OX. 

L'équation de la corde de con- 
tacl des tangentes parallèles à OY 
étant toujours /''y = 0, c'est-à-dire 
Bx-f-Cy-f-E = 0, qui représente le diamètre D'D, et la courbe ne 
rencontrant ce diamètre qu'en un point A, c'est le seul point où 
la tangente soil parallèle à Oy (fig. 262). Celle courbe CAC se nomme 
parabole. 




Fig. 262, 
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2° Si p est <; 0, Texpression de z montre que cette quantité n'est 
réelle que pour les valeurs de x infé- 
rieures k x^. 

C'est donc à gauche de k'z que se 
trouve la courbe; celle-ci, tangente en A 
à Xzy s*écarte indéfiniment du diamètre 
D'D lorsque x décroît de x^ à — « 
(fig. 265). 

5° Soit enfm ;; = : alors la quantité z 
se réduit à une constante, on a simplement 





Y 




^n 


K 




M 


r4 






-*rL 
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îty 


' ^^ 


X' 





/:. 


\d-^ 



•Fig. 263. 

L*équation réduite à 



^ = r^q' 



y=- 



■ c — C 



représente deux droites parallèles au diamètre D'D. 

Ces deux droites sont 

! réelles et distinctes, si 9>0, 
réelles et confondues, si 9 = 0, 
imaginaires conjuguées, si 9<0* 

L'expression désignée par 9 est E* — CF. 
Ce système de deux droites parallèles, 
distinctes, confondues ou imaginaires, 
constitue une variété de parabole 

(fig. 264). 




Fig. 264. 



S4Y. Forme de réqoaClon du second degré dans le cas dn 
ipenre parabole. C étant 9^ 0. — Quand B» — AC = 0, le groupe 
des termes du second degré forme un carré parfait, car on tire de 
cette condition 

B» 



donc 



devient 



A = - 



Ax«-h2B.r2/-f-Cy* 



J (B V -f- 2BCrî/ -f- Cy) = J (ftc H- Cy)«. 
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D*ailleurs, si dans Téquation [i] résolue par rapport à 2^ on isole 
le radical, puis qu*on élève au carré les deux membres, Téquation 
prend la forme 

[2] (Bx H- Cy -i- E)' — (2px H- </) = 0, parabole proprement dite y 

ou 

[3] (Ba: -h Cy H- E)* — q = 0, variété de parabole. 

Les deux droites mises en évidence dans l'équation [2] sont 

Bx -i- C^ 4- E = 0, diamètre D'D conjugué à OY, 
2/>.r 4-^ = 0, tangente en A parallèle à OY. 

948. Genre parabole. — Cas où C = et B = 0. -^ Dans Ce 
cas Téqualion se réduit à 

Ax» -h 2Dx 4- 2Ey -f- F = 0, 

Ax«-+-2Dr-f-F 



1« Supposons E^ÉiO. Alors y = 



2E 



Nous sommes ramenés à Tétude d'un trinôme du second degré» 

V 






Fig. 265. 

étude faite précédemment dans les Compléments d'algèbre (n<* ii« 
à IM). 

Si — 9P>^» ^^ fonction est représentée par Tune des courbes 
de la figure 265. 

LAUMAT. — COXPL. D*ALG. 22 
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Et si — ;nF<**» ^'^® ^s^ représentée par lune des courbes 
(fig. 266) 
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Fi?. 266. 

Nous avons d'ailleurs démontré (n® IM) que celle courbe jouît de 
Tune des propriétés géométriques de la parabole. 
2<» Supposons enfin 

C = B=:0 E = 0. 

L'équation ne contient plus la variable y, elle se réduit à 

Ar»-f-2Da:H-Fr=:0 ou A(j: — x') (x — x") = 0. 

On a vu (n<* tC9) qu'elle représente un système de deux droites 
parallèles à OY, qui sont réelles et distinctes, confondues ou ima- 
ginaires, suivant que 

D« — AF>0 I}« — AF = D» — AF<0. 

C'est donc une variété de parabole. 
S49. Exemples. — l. Soit l'équation 

4a;* -f- hxy -f-y* — 6ar — kay = 0. 

Le groupe des termes du 2« degré forme un carré parfait, la 
courbe est du genre parabole. 

En résolvant l'équation par rapport à y, on a 



y- 



: — 2(x — a)dbv/ — Î2a(a:— 2a). 
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Ija droite AD, y = — 2(ar — a), est le diamètre conjugué à OY, la 
droite Al, x — 2a = 0, est la tangente parallèle à OY, et la parabole 
est située à gauche de AZ, puisque x doit être •< 2a. Elle passe 
d*ailleurs en 0, et la tangente OT en ce point a pour équation 



6ar -h Aay = 



ou 



y = — 5^ 



(«g. 267). 
II. Soit 



(y — a; — a)« — 2a(ar--a) = 
On voit inunédiatement que la droite y — x — a = est le dia- 





Fig. 267. 



Fig. 268. 



mètre conjugué à OY et la droite x — a==0 la tangente à Texlré- 
mité de ce diamètre; la courbe s'étend à Tinfini dans le sens des x 
positifs, car en résolvant on a 



(fig. 268). 
III. Soit 



y — X — a = ± \J^a(x — a) 



a;' — 2xy + y* — 2aa: -h 2aî/ H- Xa* = 0. 
En groupant les termes, on a 

(^_y)i_2a(a: — y)+Xa* = 

(x — y — a)*-f-(X— l)a« = 



ou 

ou enfin 



x — y — a = ±: a VI — X 
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qui représente deux droites parallèles AB, A'B' ; elles sont ëquidis- 
tantes de D'D, qui a pour équation x — y — a = (fig. 269). 

Ces droites sont 




réelles et distinctes, 
confondues avec D'D, 
imaginaires, 



Fig. 269. 



si X<1, 
si Xjl=1, 
si X>1. 



CondlttoB Bécessalre et 
•ofllMiBto powr qa'MBe équailoB 
du secoad de(|ré repréoeate mie 
▼arlété de eonlque. — On donne 
le nom général de conique à toutes 
les courbes du 2« degré (ce sont en 
effet les différentes sections planes 
d'un cône), et une variété de coni- 
que se compose d*un faisceau de 
deux droites, imaginaires et concourantes pour Tellipse, réelles et 
concourantes pour Thyperbole, parallèles pour le genre parabole. 
Nous avons démontré précédemment (n® i»8) que la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'une équation du 2« degré représente 
un système de deux droites, est 

A = AE* — 2BDE -h CD» -h F(B« — AC) = 0, 

cette expression A étant ce qu'on appelle le discriminant de la 
fonction du 2* degré. 

La discussion des différents cas que présente l'équation du 2* degré 
conduit au même résultat. En effet, 

i® Pour le genre ellipse ou hyperbole, lorsque C^O, on obtient 
une variété si les racines du trinôme Sx* -f- 2/)j; -f- ^, soumis au 
radical, sont égales, c'est-à-dire si l'on a p' — Zq = 0. 

Or 



Donc 



8=:B« — AC p = BE — CD q = E' — CF, 

;>' — 8^ = (BE — CD)« — (E* — CF) (B* — AC) 
= C(AE* — 2BDE -f- CD' -h FB* — FAC) = CA, 



et comme C^O, la condition se réduit à A = 0. 

Quand A^^O, l'équation représente une ellipse réelle ou imagi- 
naire, ou une hyperbole. 
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2^ Dans le cas où C = et B^O, le lieu représenté est une 
hyperbole proprement dite si le reste R de la division de 

--(Aa:«-+-2Dar-f-F) par 2B^x-+-|^ 

n'est pas nul, et c'est une variété d'hyperbole quand R = 0. 
Or, le reste de la division d'un polynôme f(x) par j: — a étant /(a), 



«=K-i)=-(^-?-^)=- 



AE» — 2BDE-f-FB« 



Mais si dans le discriminant A on fait C = 0, il reste 

A==AE« — 2BDE-f-FB». 

Donc la condition R = revient à A = 0. 
5<» Si le lieu est du genre parabole, lorsque C:5j^0, il se réduit à 
une variété de parabole à la condition que /> = ou BE — CD = 0. 
Mais quand B*— AC = 0, A se réduit à AE* — 2BDE -f- CD*, et 

comme a = -t> 

A = J (B'E» — 2BCDE -+- CD») = J (BE — CD)«. 

Donc la condition BE — CD = revient encore à A = 0. 
A^ Enfin, si l'on a à la fois 

B = C = 0, 
l'équation 

Aa:»-f-2Dx-h2E]y-hF = 

représente deux droites parallèles si E = 0* Mais, C et B étant nuls, 
A se réduit à AE'. 
La condition E = revient donc encore à dire que 1 est nul. 

SSf . Résvmé de la dlseaMlon. — Les différents cas que peut 
présenter une courbe du 2* degré sont résumés dans le tableau 
suivant : 



Digitized by 



Google 



j 



542 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 



Sêi uî 



O e< 

Il + 



i + + 



g + + 

ai u u 

I + + 

+ + 



+ + 
+ I 

•• •• 

s* W 

+ + 

+ + 



+ 
H 



+ 
+ 



ta 
+ 

+ 

+ 

+ 



+ + 



+ 

+ 

+ 



? 



+ 



+ 

A. 

+ 






•li 



1 

en 



ë a S 

S .. co • 



000 

A V 11 

<1 <ï <J 



Ci 



il 



o 

■s 



;5 



O O 

* Il 

o 



o 

-s 
& 



c 



si 



CO 

I 
I 



s 



s 
s. 



fi 








> eu > 



* Il 
•«a < 



Il H- 



* 

^ 



On >- 

O 

-< o 



o o 



(^ ça 



V si 

I "" 

» I 

Il ^ 



A ^ 

I I 

II S 



o 

.11 I 
I s. 



I 



Digitized by 



Google 



ÉQUATION GÉNÉRALE DU SECOND DEGRÉ A DEUX VARIABLES. 343 

SSt. Interprétation de« conditions qnl, dans on problème, 
dlstlnipaent les différents fpenres on les variétés de coniques. 

— Dans la discussion d*un problème, si parmi les données figure 
un point P(a, p) pouvant occuper une position quelconque dans le 
plan, les expressions 8 et A dépendent généralement des coordon- 
nées (a, p) de ce point P, soit 8 = cp(a, P); et leâ conditions telles 
que 8<0, S>0, 8 = 0, A^^O, A = 0, d'où dépend la nature du 
lieu géomélriqiic trouvé, reviennent à des inégalités telles que 
(p(a,p)<0, ç(a,p)>0,etc. 

Pour les interpréter, construisons d abord la courbe qui a pour 
équation <p(a:, y) = 0. 

Soit C cette courbe (fig. 270), elle partage le plan en régions. 
Quand deux points M, H' sont dans la même 
région, on peut, en suivant un contour 
polygonal MQRM', dont les contours sont 
parallèles aux axes de coordonnées, aller de 
M en M' sans traverser la courbe C. Si donc 
la fonction f{x, y) est une fonction entière 
de X et de y, comme elle ne s'annule pas 
dans ce parcours, elle conserve constam- 
ment le même signe pour tous les points 
du plan situés dans la même région, et fig. 270. 

change de signe quand le point mobile P 

passe d'une région à une autre, ainsi que nous l'avons expliqué 
déjà (n° tel) pour les régions que sépare une droite. D'après cela, 
suivant que le point donné P sera placé sur la courbe G, dans une 
région ou dans l'autre, 8 étant nul, positif ou négatif, le lieu cher- 
ché sera du genre parabole, ellipse ou hyperbole. De même, en con- 
struisant la courbe qui a pour équation A = 0, on aura le lieu des 
positions que doit occuper le point donné pour que le lieu cherché 
soit une variété de conique. — On raisonne d'une manière analogue 
si le lieu trouvé dépend d'un paramètre variable. 

SSS. Exemple. — Problème. — On donne une parabole et un 
point P ; par le sommet de la parabole on (race une corde quel- 
conque OA, on projette le point A sur la tangente en et on trace CP 
qui coupe OA en un point H, dont on demande le lieu (fig. 271 ). 

L'équation de la parabole est 

î/* — 2/>^ = 
celle de OA 

[1] y = mx 
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d'où, en éliminant y, 

x(m«x — 2j») = 

ce qui donne pour les coordonnées du point A 



m* 



et 



L'équation de PC est donc 




" m 



y — P _ j?— « 



[2]-.(y-p)=(^-»)(^-p)- 

En éliminant m entre [1] et [2], on 
X a l'équation du lieu : 

_a(y-p) = (x-a)(=^-p) 
OU 

Fg. 271. (^ _ a) (2;,a: — py) h- «y (y — p) = 0, 

courbe du second degré qui passe par l'intersection des droites ; 

X — a=0 et y = point H, 

X — a=0 et y — p = point P, 

2px — py = et y = point 0, 

2pz — p^ = et y = p point E. 

En ordonnant, l'équation devient 

[5] 2px^ — pxy H- a!/» — 2p%x = 0, 



or 



8 = | — 2px. 

Construisons la courbe qui a pour équation y* — Spx = 0. 
C'est une parabole LOL' dont le paramètre est Ap (fig. 272). 
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Si P est dans la concavilé de LOL', 8<0, le lieu est du genre 
ellipse. 
Si P est extérieur à LOL', 8 > 0, le lieu est du genre hyperbole. 
D'autre part, puisque E = et F = 0, on a A=p'a», 

A = revient à a = 0. 



Le lieu des points P qui donneront 
pour le lieu du point H une variété de 
conique, est donc Taxe des y. Cette droite 
ne traversant pas la région des ellipses, 
on n'a jamais une variété d'ellipse ; Y'OY 
rencontre la parabole limite en : pour ce 
point on a une variété de parabole. 

Si, en effet, on suppose a = 0, l'équa- 
tion [3] se réduit à 

(2px — ^y)x = 0, droites OY et OE, 

et si p = 0, 

2^1:» = droite double OY. 




Fig. 272. 



Remarque. — Le lieu trouvé est un cercle si p = et a = 2/>, 
c'est-à-dire quand le point P est au foyer F de la parabole limite, le 
cercle trouvé a pour diamètre OF. 



EXERCICES ET PROBLÈMES 



1. Discuter et construire les courbes représentées par les équations 
suivantes : 

17x« — 8x1/ + 16//« + G4x — 64y — 96 = 
6x» — 2xy -h y» — 28x — 24y + 46 = 
2x»-2xi/ + fy« — 2i/ + 3 = 0. 

Transformer le premier membre de chaque équation en une somme 
algébrique de carrés. 

2. Voir a priori quel est le lieu représenté par chacune des équations 

(x + 2y — 2fl)« + 3(a; — a)» -- 7a» = 
(2a;— î/ — 2a)« + Z(x — a)« = 
(a; -h y- a)» + 4(a; — a)» -f a« = 0. 
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3. Construire les courbes qui ont pour équations : 

(x + 2i^ — 2a)* — 9(x + fl) (x — 3a) = 
(y + x)* — Ax* + 8ax — 5a» = 
3a« — 2xy — y* — Sax + 4a« = 0. 

Tracer les asymptotes. 

4. Construire les courbes suivantes : 

x» — 2xy — 2aa; — 4ay — a» = 
2x« — xy — 3ax + ay + a» = 0. 

5. Construire les courbes : 

My — x) {y + X — a) — û* = 
Hy — x)(y-^x^a)-ha* = 0. 

En quels points rencontrent-elles les axes de coordonnées. 

6. Construire les courbes suivantes : 

{y -^ X — a)» + a(x — a) = 
(y -\- X — a)* — a(x — a) =r 
(y ^ x — a)* -\-\a(x-\- y) = Q. 

Discuter cette dernière équation en faisant varier X. 

7. Que représentent les équations : 

y(x — a) H- (2x -f a) (x — 2a) = 
x(x — û) + Xy (y — 6) = 0. 

Faire varier X ; pour quelles valeurs de X a-t-on une variété de conique? 

8. Discuter les courbes obtenues en faisant varier X de — « à + « 
dans réquation 

X» 4- y» H- 2Xy (x — a) — 2ax = 0. 

oir que toutes ces coniques passent par quatre points fixes. 

9. Discuter les courbes représentées par Féquation suivante» quand X 
varie : 

Xx (bx — ay — ah) — y (bx — ay + ab) = 0. 

10. Faire varier X et discuter Téquation 

x« + 2Xxy — 2y» 4- 5ay — a« = 0. 
ii. Faire varier m et discuter Téquation 

(y — x)^ -f (m» — i )x« — 2m« -f 3m — 1 = 0. 
12. On donne deux circonférences tangentes, on trace deux cordes 
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perpendiculaires OA, OB, et on prend le milieu M de la longueur AB. 
Trouver le lieu géométrique du point M quand Fangle droit AOB 
tourne autour de son sommet (Hg. 273). 

Y 

13. On construit des carrés sur les côtés 
de l'angle droit d'un triangle rectangle, et 





Fig. 273. 



Fiff. 274. 




on trace CE, BF qui se coupent en M; le point C restant fixe et le point B 
étant mobile sur X'X, quel est le lieu géométrique du point M? Voir que 
cette conique passe par les points 0, C, F ; quelles sont les tangentes en 
ces points (fig. 274)? 

14. On donne deux cercles dont la distance des centres est 2d, les 
rayons r et r\ On donne à chaque rayon un même accroissement h. Lieu 
géométrique des points communs aux deux 
cercles, quand h varie. Discussion. Voir que 
les coniques trouvées ont pour foyers les 
centres des cercles donnés. — Peut-on obtenir 
une parabole? 

15. On donne un triangle AOB, rectangle 
en 0, et un point P (a, p) ; par ce point P on 
trace une sécante quelconque qui coupe OÂ 
en A', OB en B', puis les droites AB', BA' qui 
se coupent en M : trouver le lieu géométri- 
que du point M. — Discuter en dé- 
plaçant le point P dans le plan. 
Pour quelles positions du point P le 
lieu de M est-il un cercle (fig. 275)? 

16. On donne deux circonféren- 
ces 0, 0'; on mène à l'une une tan- 
gente qui coupe l'autre en A et B, 
on trace les tangentes en A et B; 
trouver le lieu de leur point de 
rencontre M. — Discussion. — Dans 
quels cas ce lieu se réduit-il à une 
variété de conique (fig. 276)? 

17. On donne deux axes rectangulaires OX, OY, et une parallèle AZ à 



Fig. 275. 




Fig. 276. 



Digitized by 



Google 



348 
Taxe des 

Y 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

à la distance a; M étant un point quelconque du plan, on 
le projette en D sur AZ, on trace OM qui coupe 

S AZ en B, et par B la parallèle à OX qui coupe OD 

en M', i* Exprimer les coordonnées de M' en fonc- 
tion de celles de M et prouver que la droite MM' 
passe par un point fixe, quel que soit M. 2* Trou- 
ver le lieu du point M' quand M décrit une cir- 
conférence de rayon donné r, et dont le centre C 
est sur OX. — Discussion. — Cas où l'on a une 
variété de conique (fig. 277). 



-M 



T 




Fig. 278. 



18. On donne deux axes rectangulaires OX, OY 
et un point fixe P; une droite mobile tourne 
Fig. 277. autour de P et coupe les axes en A et B. i* Lieu 

des points M où se rencontrent les paral- 
lèles aux axes menées par Â et B. 2* Lieu 
des sommets de la courbe précédente 
quand le point P parcourt une droite don- 
née CD. — Discussion. 

19. On donne une ellipse dont le centre 
est et F un des foyers; on trace la cir- 
conférence qui a pour diamètre le grand 
axe; une perpendiculaire au grand axe 
rencontre Tellipse en P, la circonférence 
en Q; on trace les droites (Xî et FP qui 
se coupent en M; Lieu du point M quand 
IIQ se déplace parallèlement à OB. — Mon- 
trer que cette courbe est circonscrite au rectangle BEB'E'. Construire les 
tangentes en ces quatre points (fig. 278). 

20. On donne une ellipse rapportée à ses axes et une circonférence 
dont le centre C a pour coordonnées a et p et dont le rayon est R. On mène 
la tangente en un point quelconque M du cercle, et aux points où elle 
rencontre Tellipse on mène les tangentes à Tellipse. Lieu du point de 
rencontre P de ces tangentes quand le point M parcourt le cercle donné. — 
Etudier comment se modifie le lieu trouvé quand, l'ellipse restant fixe, on 
déplace le centre C du cercle sans changer son rayon. 

21. Lieu géométrique des points tels que leur distance à la base BC d*un 
triangle isocèle ABC soit moyenne proportionnelle entre les distances aux 
deux côtés égaux. Montrer que les deux courbes trouvées sont tangentes 
en B et C aux droites AB et AC. 

22. Problème du réverbère, — On donne deux points fixes et B; une 
corde attachée en B supporte, à l'aide d'une poulie, un poids suspendu 
en M, et passe elle-même sur une poulie placée en 0, pour redescendre 
suivant la verticale OY. Trouver le lieu du point M quand la corde glisse 
le long de OY (tîg. 279). Asymptotes. (Prendre OY pour sens des y posi- 
tifs). 
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25. On donne un cercle C langent en à OY, on trace une sécante BEE' 
parallèle à OX. Trouver le lieu des points de rencontre MM' des diagonales 
des trapèzes OBGE, OBCE' (fig. 280). 





Fig. 279. 



Fig. 280. 



24. Trouver le lieu géométrique des centres des circonférences qui sont 
tangentes à une circonférence donnée et passent par un point donné. — 
Discussion. 

25. Un triangle ayant une base fixe et une hauteur constante, trouver 
le lieu du point de concours des hau- 
teurs. Construire celte courbe et tracer Y 
les tangentes aux points où elle ren- 
contre la base du triangle. 

26. On donne deux axes, OX, OY, et 
un point P dont les coordonnées sont 
OA = a, 0B= &; on mène par ce point 
une sécante quelconque CPD, et on trace 
les droites AD et BC qui se coupent en 
M. 1" Trouver le lieu du point M. Mon- 
trer que cette courbe passe par les trois 
points 0, A, B; quelles sont les tangentes 
en ces points? Points où la tangente est 
parallèle à OX, à OY. 2* On trace la ligne 
OM, qui rencontre CD au point Q; 
lieu du point Q. — A quelle condition ce lieu est-il un cercle (fig. 281)? 

27. On donne trois points A, B, C; on trace l'une quelconque des cir- 
conférences (o qui passent par B et C, et la corde de contact DE des tan- 
gentes menées à cette circonférence par le point A. V Montrer que cette 
droite DE passe par un point fixe. 2' Lieu géométrique du point de ren- 
contre M de cette corde DE et de la droite Ao) (fig. 282). 

28. On donne une circonférence et deux points PQ sur un diamètre; on 
trace une sécante quelconque CD parallèle à ce diamètre, puis PC et QD 
qui se coupent en M, PD et QC qui se coupent en N. Lieu géométrique des 




Fig. 28L 
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points Met N (fig. 285). En quel point ce lieu coupe-t-ii le cercle donné? 
— Discussion. — A quelle condition obtient-on une variété de conique? 





Fig. 28Î. 



Fig. 283. 



29. On donne deux droites Gies R'R» S'S, qui se coupent en 0, on fait 

mouvoir une troisième droite PQ de 
longueur variable, de façon que le 
triangle POQ ait une aire constante *•. 
On trace la perpendiculaire en P à 
R'R et la perpendiculaire en Q à S'S ; 
trouver l'équation du lieu décrit par 
le point de rencontre M de ces deux 
perpendiculaires. Construire ce lieu, 
déterminer les asymptotes et les axes 
en grandeur et en position (fig. 284). 

30. On donne une parabole et 
un point fixe P dans son plan. Le 
sommet d'un angle droit parcourt la 
directrice de la parabole, et Tun de 
ses côtés passe constamment par le point P. Trouver le lieu des milieux 
des cordes interceptées par la parabole sur l'autre côté de l'angle. — Dis- 
cussion. — Si le point P se déplace sur une perpendiculaire à l'axe de la 
parabole donnée, quelle est la ligne décrite par le sommet du lieu pré- 
cédent? 
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RÉDUCTION DE L'ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ AUX FORMES SIMPLES, 
PAR LA TRANSFORMATION DES COORDONNÉES. 



SS4. Objet de la question. — Nous avons VU précédemment 
(chap. \ii, n°* 188 à 199), en déHnissant les trois courbes, ellipse, 
hyperbole, parabole, par la propriété géométrique des foyers, et 
choisissant convenablement les axes de coordonnées, qu^on peut écrire 
sous une forme simple Téquation de chacune de ces lignes : 

L2] tf = ipx 

et encore 

[5| f = q 

La première représente une ellipse ou une hyperbole proprement 
dite si X= 1 , une variété de ces courbes si X = ; la seconde repré- 
sente une parabole et la troisième une variété de parabole (deux 
droites parallèles et équidistantes de X'X). 

Nous allons montrer qu'en partant de Téquation générale du 
2« degré, on peut, par une transformation de coordonnées, réduire 
suivant les cas cette équation complète à l'une des trois formes sim- 
ples qui précèdent. Nous prouverons ainsi l'identité des lignes repré- 
sentées par l'équation générale du 2« degré et des coniques définies 
géométriquement. 
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g I. — CENTRE DES COURBES DU SECOND DEGRÉ 



SSS. Définition. — On dit qu*un point est centre d*une figure 
quand à tout point H de la figure correspond un point H' symétrique 
de M par rapport à 0, c*est-à-dire qu'en traçant MO et prenant 
OH'.-=:OM, le point H' est encore un point de la figure (fig. 285). 
Ainsi le point de concours des diagonales d'un parallélogramme, 
d*un parallélépipède, sont des centres. La discussion des lignes du 
genre ellipse et du genre hyperbole (n^* 529 et suiv.) a montré que 
chacune de ces lignes a un centre. 

SStt* Condition nécessaire et «arasante pour qoe l'orli^ne 
des coordonnées soit centre d*ane conrbe du t* degré. — Théo- 
rème. — // faut et il suffit que Ce- 
quation ne renferme aucun ternie 
du premier degré. 

En effet : 1* Si l'origine est cen- 
tre, menons par le point une 
sécante quelconque; les triangles 
OPM, OFM', étant égaux, les abs- 
cisses des points H et H' sont tou- 
jours égales et de signes contraires. 

L'équation de la sécante est 




[1] 



y ^= mx. 



On obtient les abscisses des points H et H' en éliminant y entre 
l'équation de la sécante et celle de la courbe 



[2] 



Aa:» H- 2Rr?/ H- Ci/» H- 2D;r H- 2Ey -f- F = 



ce qui donne 

[5] (A H- 2Bm -f- Cm»)a:« -h 2(D 4- Em)x -h F : 







dont les racines doivent être égales et de signes contraires quel que 
soit m. Donc leur somme doit être identique à zéro. Par suite 



D-f-Em = d'où 



\D = 
iE = 
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L'équation [2] ne renferme donc aucun terme du premier degré. 
2« Réciproquement, si cette condition est remplie, Téquation de la 
courbe étant 

[2] Aa:«H-2ftry-hCy'4-F==0, 

quelle que soit une sécante menée par Torigine 

l'équation qui donne les abscisses des points d'intersection sera 

[3] (Ah- 2Bm 4- Cm»)z* -h F = 0. 

Elle a donc ses racines égales et de signes contraires, 

x = ±ia 

et par suite les deux points d'intersection de la sécante avec la 
courbe sont symétriques par rapport à l'origine; donc l'origine est 
centre. 

Si le coefficient angulaire m de la sécante annule A-H 2Bm + Cm*, 
les deux abscisses sont -f-«) et — oo. La sécante est alors une 
asymptote. 

SSy. Détemiliiatloii du centre dan* les eonrbes dn second 
degré. — Soit Téquation 

[1] Aar'-f-2ftri/H-Cy«H-2Da;4-2EyH-F = 

Proposons-nous de déterminer un point w du plan, tel qu'en y 
transportant l'origine des coordonnées par une translation des axes, 
les deux termes du 1*' degré disparaissent. Ce point co sera centre de 
la courbe : soient a eib ses coordonnées. 

Les formules de transformation sont (n° t04) 

a: = X-f-a 

en substituant dans l'équation [1], celle-ci devient 

A(X+a)» + 2B(X+a)(Y+6)+C(Y+fc)« + 2D(X + a)4-2E(Y+*)4-F=0 

LAUNAT. — COMPL. DALG. 23 
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AX» + 2BXY-t-CY«-+-2Aa 
-f-2B* 
+ 2D 



2Ba 
• 2Cè 
-2E 



-Aa« 
■ihab. 

■ C*« 
-2Da 

■ 2E* 
F 



= 0. 



Pour que les coeflicients de X et de Y deviennent nuls, on doit 
avoir 



L2] 

[5] 



Ba-f-Cft-hE = 



ou, en remplaçant a et fr, qui sont les inconnues, par des coordon- 
nées courantes, 



[2] 



Aar-4-B//-4-D = 
RrH-Ci/4-E==0 



équations de deux droites qui par leur intersection donnent le centre 
cherché. 

SS8. DiseuMion. — Le dénominateur commun des inconnues a 
et b est précisément B = D* — AC. 

Donc î<> si B' — AC=?^0, les deux droites se coupent et leurs équa- 
tions [2] et [3] donnent pour a et fr des valeurs finies et déterminées 
qui sont 



a = 



CD — BE 



B« — AC 



b = 



AE — BD 



B« — AC 



donc toute courbe du genre ellipse ou hyperbole a un centre unique 
à distance finie, comme cela résultait déjà de la discussion générale. 
2"^ Si B» — AC = et \^ 0, c'est-à-dire CD — BE 9^ 0, les va- 
leurs de a et 6 deviennent infinies; donc, dans la parabole propre- 
ment dite, le centre est rejeté à l'infini. Les deux droites [2] et [5] 
deviennent parallèles. 

A B 
Car la condition B* — AC = revient à ^ = j^: elle exprime que 

les coefficients angulaires sont égaux. 
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D E 
Et la condition CD — BE ^^ 6 ou ^ # tî exprime que les ordon- 
nées à Torigine sont inégales. 

30 Si B* — AC = et A = CD — BE = 

cela revient à écrire que 

m A B D . 

Les équations [2] et [5] ayant alors tous leurs coefficients propor- 
tionnels, les deux droites qu'elles représentent sont confondues en 
une seule dont tous les points 
sont des centres. Ainsi la variété 
de parabole a une droite de cen- 
tres : c'est la parallèle équidis- 
tanle des deux droites que re- 
présente alors l'équation [1]. 

SB». Térlflcatlon fpéométrl- 

qne. — Soient les deux paral- 
lèles AB, CD, et la droite équi- 
distante H'; quel que soit le Fig. 286. 

point, 0, 0', pris sur cette der- 
nière ligne, toutes les sécantes MON, M'O'N' ont pour milieu ou 0'. 
Chacun de ces points est donc un centre (fig. 286). 




Il« Classlflcatioii des coniques d'après 1a discussion 
préeédcnte. — La considération du centre conduit à classer les 
coniques de la manière suivante : 

1** Coniques ayant un centre unique à distance finie, c'est-à-dire 
ellipse, hyperbole, et leure variétés; 

2<> Coniques dont le centre est à Vinfini, la parabole proprement 
dite ; 

3° Coniques ayant une infinité de centres en ligne droite^ variété 
de parabole. 

SSl. Relaie pour écrire Inunédiuiement les équations du 
centre. — Remarquons que, si on prend les dérivées partielles par 
rappoi*t à ^ et par rapport à t/ de la fonction du 2<^ degré à deux 
variables, on a 

/•', = 2(A:c-f-Bl/-^D) 

/•; = 2(Bj-H-Cy-hE) 
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Les équations qui donnent le centre peuvent donc s'écrire 

r.{x,y) = f\[x,y)={). 

De là cette règle : Le» équation» qui donnent le centre dune coni- 
que s'obtiennent en égalant à zéro les dérivées partielles du premier 
membre de V équation de la courbe, 

S6t. Calcul du terme constant qnand on transporte l*orlgpine 
an centre. — Lorsque B" — AC^^O, la courbe ayant un centre uni- 
que à distance finie, on peut y transporter l*origine des coordonnées, 
les ternies du premier degré disparaissent, ceux du second degré ne 
changent pas et le terme constant devient 

[5] Fj = Aa* + 2Bat -h C6» -+- 2Da -h 2E* 4- F 

a eib étant les coordonnées du centre, qui satisfont aux relations 

[2J Aa-f-B*-hD = 

[3] Ba-f-C6-j-E = 

Multiplions l'égalité [2] par a, Tégalité [5] par b, et additionnons 
avec l'égalité [5], il reste 

[6] Fi = Da-f.E*-f.F 

et en y substituant les valeurs de a et 6 tirées de [2] et [5], on a 

_ P(CD— BE)-+-E(AE — BD)-hF(B*-~AQ 
*"" B* — AC 

ou en réduisant 

AE* — 2BDE -h CD» -f- F(B» — AC) A 



F,: 



B* — AC 



Toute équation d'une conique du genre ellipse ou hyperbole peut 
donc se ramener à la forme 

Ax*H-2ftryH-Cy*H-^ = 

5 

en transportant l'origine au centre. 
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SOS. Remarque. — Asymptotes d'âne hyperbole. — Si A = et 

8 # 0, le terme constant F^ devient nul et Téquation se réduit à 

Ainsi pour toute variété d*ellipse ou d'hyperbole, si on transporte 
l'origine au centre, Téquation devient homogène : elle représente un 
faisceau de deux droites passant par l'origine ; ces droites sont réelles 
dans le cas de l'hyperbole. Or l'équation de l'hyperbole elle-même 
rapportée à son centre est 

Aa:* -f. 2Rry -h Gy* -4- Fj == 

en la résolvant par rapport à i/ on a 

B _i 



et nous avons vu que les asymptotes ont pour équation 

B . X 



De là cette règle : Léquation des asymptotes d'une hyperboley rap- 
portée à son centre^ s obtient en supprimant le terme constant dans 
Véqualion de la courbe. 



§ II. — DIAMÈTRES ET AXES 

se4. Définition. — Diamètre. — On appelle diamètre d'une 
courbe le lieu géométrique des milieux 
des cordes parallèles à une direction 
donnée. La discussion de l'équation géné- 
rale du 2« degré a mis en évidence cer- 
tains diamètres correspondant à des cordes 
de direction particulière. 

ses. Équation géDérale d'na dia- — 
mètre. — Soit une sécante quelconque 
AB. L'abscisse X du milieu M de la corde '^* 

AB (fig. 287) est la demi-sonune des abscisses des points A et B et 
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celles-cî s'obtiennent en éliminant y entre Téquation de la courbe [IJ 
et celle de la sécante [2] : 

[1] kx" -^ 2Rpy -f-Cf/»-|- 2Dx H- 2Ey -f- F = 

[2] y = mx-^p 

ce qui donne [3] 

(AH-2Bm-f-Cm«).r«-h2[(B-|-Cm)/;-4-Em-4-D]r-f-2E/)-hE/^*-4-F==0 

I/abscisse du point M est donc 

(B-f-Cm)/>-f-Em-i-D 



[4] X = . 



A-h2Bm-f-Cm* 



D*ailleurs les coordonnées du point M satisfont à Téquation [2] de 
la sécante, et quand celte droite se déplace parallèlement à elle- 
même, son coefficient angulaire m reste constant, et p varie. L'équa- 
tion du lieu du point M s'obtient donc en éliminant p entre les 
équations [2] et [4], ce qui donne 

[A -h 2Bm -f- Cm*]X 4- (B -h Cm) (Y — mX) -h Em -4- D = 

ou, en réduisant, 

[5] (A -4- Bm)X -+- (B H- Cm) Y 4- D -h Em = 0, 

équation du 1^' degré; donc tout diamètre d*une courbe du second 
degré est une droite. En groupant les termes qui contiennent m, 
cette équation peut s*écrire 

AX-|-BY4-D-hm(BX-f.CY-+-E) = 
c'est-à-dire 

[D] /•^(X,Y)-+-m/'\(X,Y)==0. 

Telle est Y équation générale (Vun diamètre d^une conique ^ m étant 
le coefficient angulaire des cordes que ce diamètre divise en parties 
égales. 

see. iMoeosslon. — Le calcul précédent, quand nous écrivons 
que l'abscisse du point M est donnée par l'équation [4], suppose que 
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rexpressîon A-f-2Bm-hGm* n'est pas nulle, c'est-à-dire que la 
direction m des cordes données n'est pas une direction asymptotique. 
Nous distinguerons alors les cas suivants : 

l^ cas. B* — AC < 0. «enre ellipse. — L'équation 
A-4-2Bm-4-Cm' = 

ayant ses racines imaginaires, le coefficient de x* dans Tôquation [3] 
n'est jamais nul; donc dans Tellipse une sécante de direction 
quelconque coupe la courbe en deux points, réels ou imaginaires, 
mais à distance finie, et à tout système de cordes correspond un dia- 
mètre. 

MT. 2« cas. B' — AG > 0. «enre hyperbole. -- L'équation 
A-h2Bm-hCm* = a ses deux racines réelles et inégales; donc 
pour ces deux valeurs particu- 
lières de m, (m' et m"), qui sont ^ 
les coefficients angulaires des ^ 
directions asymptotiques, l'é- 
quation [5] a une racine infi- 
nie, les sécantes AB, A'B', A"B" 
parallèles à une telle direc- 
tion ne rencontrent la courbe 
qu'en un point à distance finie 
(fig. 288). Quand on donne à m 
l'une de ces valeurs, m' par exemple, dans l'équation [5], celle-ci 
représente toujours une droite à distance finie, car, l'équation pou- 
vant être écrite sous la forme [D], la droite passe toujours par le 
centre dont les coordonnées annulent /''«(X,Y) et /*'y(X,Y). 

Le coefficient angulaire de cette droite est égal précisément à m\ 
car 

(A -h Bm')X -I- (B -f- Cm')Y -f- D H- Em' = 

a pour coefficient angulaire 

8 = 
et l'identité 




■Bm' 



B-hCm' 
A-4-2Bm'-i-Cm'* = 



donne 

— (A -f- Bm') = (B 4- Cm>i' 
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donc 

A-hBm' 



B -h Cm' 



7 = m' 



et par suite 



F^a droite [D], passant par le centre et ayant pour coefficient 
angulaire celui de l'une des directions asymptotiques, est Tasymptole 
elle-même. Ainsi les cordes AB, A'B', tracées dans une hyperbole 
parallèlement à une direction asymptotique, peuvent être considérées 
comme ayant pour diamètre Tasymptote qui leur est parallèle. Les 
asymptotes sont ainsi deux diamètres singuliers. 

998m Propriété commwne aux coniques A «entre unique* — 

Théorème. — Dans une conique à centre, tous les diamètres passent 
par le centre, et réciproquement toute droite menée par le centre 
est un diamètre. 
En effet Téqualion 

m [/".(X,Y)-+-m/'V(X,Y) = 

est vérifiée, quel que soit m, par les coordonnées du centre. 

Et réciproquement Téquation de toute droite passant par le centre, 
c'est-à-dire par l'intersection des deux droites 

r.(X,Y) = 0, fyX,Y) = 0, 

est de la forme 

Quel que soit X, il existe un système de cordes ayant pour coeffi- 
cient angulaire m = X, dont une pareille droite est le diamètre. 

M9. 3^ cas, — Parabole proprement dite. B* — AG = Ot 

CD — BE^O. 
L'équation 

AH-2Bm-hCm« = 

B* 
en remplaçant A par tt» devient 

B*-H2BCm-f-C*m« = 
ou 

(Cm + B)« = 
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les deux directions asymptotiques se confondent en une seule : 

B 

«lO. Théorème. — Tous les diamètres d'une parabole sont paral- 
lèles, 
L*équation d'un diamètre est 

[5] (A-f-Bm)X + (B4-Cm)ÏH-D + Em = 0, 

Si l'on tient compte de la condition B* — AC = ou A=-p» 
cette équation devient, en chassant le dénominateur C, 

[6] B(B -h Cm)X -f- C(B -4- Cm)Y -h C(D + Em) = 0. 

1° Supposons wiijjé: — ^» ou B H- Cm 9^:0; on peut diviser tous les 
termes par B -f- Cm, et Téqualion se réduit à 

B -h Cm 

Le coefficient angulaire est donc égal à — -» et reste constant 

quand m varie. 
2° Si les sécantes menées à la parabole ont pour coefficient angu- 

faire m = — -^^ l'équation du diamètre correspondant devient 
0.X + 0.Y-4-CD — BE = 0, 

et comme CD — BE n'est pas nul, cette droite s'éloigne indéfiniment. 

Ainsi tout système de cordes non parallèle à la direction asympto- 
tique a un diamètre; tous ces diamètres sont parallèles eux-mêmes à 
la direction asymptotique, mais les sécantes parallèles à cette direc- 
tion ont leur diamètre rejeté' à Vinfini. 

Il est facile de vérifier que réciproquement toute droite dont le 

coefficient angulaire est égal à — -7 est un diamètre. 

STi. ¥ cas. — Variété de parabole. B' — AC==0, et 
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RF 

CD — BE = 0. En remplaçant, dans Téqualion [6J, D par-jr» celte 

Cl 

équation devient 

[7] B(B -h Cm)X -4- C(B -4- Cm)Y 4- E(B 4- Cm) = 0. 

Donc, si m 9^ — t^» on peut diviser tous les termes par B-4-Cm, 

et il reste 

BX-f-CY-f-E = 0. 

Mais si m = — -» Téquation [7] se réduit à une identité, = 0. 

Donc la variété de parabole a un diamètre unique qui est la droite 
de centres (fig. 286), et les sécantes tracées parallèlement à celte 
direction ont leur diamètre indéterminé. 

Slt. Diamètres eonjngnés. — On appelle ainsi deux diamètres 
tels que chacun d*eux divise en parties égales les cordes parallèles 
à Tautre. 

En désignant par S le coefficient angulaire d'un diamètre, et par 
m celui des cordes qui lui sont conjuguées, on a 

^ _ k-^Bm 
^ "" B -f- Cm 
ou 

C8m4-B(8-hm)4-A = 

relation qui ne change pas quand on y permute 8 et m ; donc, en 
appelant m' et S' les coefficients angulaires d*un autre système de 
cordes et de leur diamètre, si Ton prend m' = 8, on en déduit 
8' = m. 

Dans Tellipse, à tout diamètre correspond un diamètre conjugué. 

Dans rhyperbole, il faut excepter les asymptotes, diamètres singu- 
liers, parallèles aux cordes qui leur sont conjuguées; le diamètre 
conjugué d'une asjTiiptote coïncide avec celte asymptote. 

Dans la parabole, il n*y a pas de diamètres conjugués, puisque 
les diamètres sont tous parallèles. 

SVS* iqaation représentant le fatscean des asymptotes. —-* 

Une asymptote étant un diamètre a une équation de la forme 

[D] f,(X,Y)-4-mr,(X,Y) = 
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avec la condition 

[C] Cm«-4-2Bm4-A = 

qui eiprîme que les cordes conjuguées ont une direction asympto- 
tique; si donc on élimine m entre les équations [C] et [D], l'équation 
qui en résulte est vérifiée par les coordonnées de tout point situé 
sur l'une quelconque des asymptotes de l'hyperbole; tirant m de [D] 
et substituant dans [G], on a 

ou 

[U] C( AX + BY -I- D)« — 2B(AX -f- BY -f- D) (BX + CY -f- E) 
-+-A(BX4-CYh-E)« = 0: 

c'est Véquaiion quadratique des asymptotes de l'hyperbole. 

ST4. Cordes principales. — On appelle cordes principales celles 
qui sont perpendiculaires à leur diamètre ; ce diamètre est alors un 
axe de symétrie. 

Les coefficients angulaires 8 et m d'un diamètre et de ses cordas 
conjuguées étant liés par la relation 

[1] C8m4-B(8H-m)-hA==0, 

si l'on y joint la condition 

[2] 8m = — 1 

qui exprime que le diamètre est perpendiculaire aux cordes, on a, 
en éliminant S, 

[3] Bm«-f.(A — C)wi — B = 

équation qui donne les coefficients angulaires des cordes prînci- 



Cette équation se réduit à une identité quand on a B = et C = A : 
c'est le cas du cercle; en effet, dans le cercle, tout système de cordes 
est perpendiculaire au diamètre correspondant. 

Ce cas exclu, les racines de l'équation [3] sont réelles et inégales, 
et leur produit m'm" est égal à — 1 ; donc toute conique a deux 
systèmes de cordes principales qui sont rectangulaires. 
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STS. Axes, — Théorème. — V ellipse et V hyperbole ont deux axet^ 
la parabole a un seul axe. En effet : 1® Dans les courbes à centime 
unique, à tout système de cordes correspond un diamètre à dis- 
tance finie ; donc, dans les courbes du genre ellipse ou hyperbole, 
à chaque système de cordes principales correspond bien un axe; ces 
deux axes sont rectangulaires et ont pour coefficients angulaires les 
racines de l'équation [3], car celle-ci ne change pas si Ton y change 

i 

m en 

m 

2° Si l'on tient compte de la condition B* = AC, les racines de 

réquation [5] deviennent 



__ C — A±V(A — C)'-I-4AG _ C — A=b(A-f-C) 
"""" 2B "" 2B ' 



c'est-à-dire 



, G „ A B 



Or m'' est le coefficient angulaire de la direction asymptotique de la 

parabole, et nous avons vu (n^ MO) que le diamètre correspondant 

à ce système de cordes est rejeté à l'infini. 

La parabole n'a donc qu'un axe à distance finie, conjugué aux 

G B 

cordes dont le coefficient angulaire est tt; celui de Taxe est donc — r-r 

résultat prévu, puisque l'axe est un diamètre particulier. 

STU. Remarque. — F^es directions des cordes principales, et par 
suite des axes, ne dépendent que de A, B et G; donc, si dans les 
équations de deux coniques les coefficients des termes du 2^ degré 
sont égaux ou proportionnels, ces deux coniques ont leurs axes 
parallèles. 

Syy* Équation quadratique dn système des deax axes d*«iie 
eoorbe * «entre. — Tout axe étant un diamètre a pour équation 

[D] r.-i-mry=o 

pourvu que m soit le coefficient angulaire d'un système de cordes 
principales, c'est-à-dire racine de 

[3] Bm*-+-(A — C)m — B = 0. 

On aurait donc successivement chacun des axes en substituant dans 



Digitized by 



Google 



RÉDUCTION DE L'ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ AUX FORMES SIMPLES. 365 

réquation [D] chaque racine m', m" de Téquation [3], c'est-à-dire en 
éliminant m entre ces deux équations. L'élimination se fait très 
simplement en tirant m de l'équation [D] pour substituer dans l'équa- 
tion [3], ce qui donne 



[A] 



B(r,)' - (A - C)/"../-', -B(rs,)« = 0. 



C'est réquation quadratique des axes. 
Celle des asymptotes est (n® »*») 

LU] c(rx)«~w.ri/-HA(ry)*=o. 

SIS. Exemple. — Soit la conique dont l'équation est 

2x« + 4ry — y* -I- 2a: — 4y = . 
On a 

8 = >l4-2, 
c'est une hyperbole. 
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Fig. 289. 

Les équations du centre sont : 

f, 2x-t-2t/-4-l=0 
rV 2x- y-2 = 



DD' 

ce 



la droite DD' est le diamètre conjugué à OX, et CC' est le diamètre 
conjugué à OY (fig. 289). 
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Le centre cd a pour coordonnées 

L*ëquation quadratique des axes est [A] 

2(2;r-H2yH-l)*— 3(2^-f-2y-hl)(2x — y— 2)— 2(2x— y— 2)«=0 

ou 

2x-h2y-i>l _ 5±V9-h16 _ 3iii5 _( 2 
2x-y--2 - 4 - 4 ^l-^ 

ou, en séparant les signes, 

( 2 a: -f- 2y + 1 — 2 ( 2x — y — 2 ) = 
<2(2r-h2y-hl)-f.2x~y — 2 = 
ou 

i_2ar-h4y-4-5 = 
/ 6a:-4-3y =0 

Ces deux droites rectangulaires passent par le centre <i), il suffit d*en 

déterminer un deuxième point pour les tracer. La première, ojA, 

5 
coupe X'X au point A, dont Tabscisse est ^; la deuxième, coB, 

passe par Torigine des coordonnées. 

L*équation quadratique des asymptotes est [U] 

— (2x-+-2y-hl)*--4(2a;4-2y-hl)(2:c— y— 2)4-2(2^:— y— 2)«=0 

ou 

/ 2x-y~2Y 2x-^y^2 

V2x4-2y-+-i; *2:r4-2y-hl 
ou 

2.r — y — 2 _ 2drv/6 
2:c4-2y-hl~ 2 

ou, en séparant les signes et ordonnant, 

2v/6:c4-2(3 4-v/^y-f-6 4-V^ = L'coL, 
et 

— 2v/6;r-f-2(3 — v^)y4-6 — V^ = X'w/, . 
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L'axe des x coupe la droite coL au point E, dont Tabscisse 
= — 1,72, et la droite <oX au point e, dont l'abscisse =-4-0,72. On 
peut ainsi construire facilement la courbe, qui d'ailleurs passe par 
l'origine. 

S99. Axe d*ane parabole. — Tout diamètre de la parabole a 

pour coefficient angulaire — ^ • les cordes principales ont donc pour 

coefficient angulaire H-^^ donc l'équation de Taxe est 
fA.] /•'.-+-£/-, = 



OU 

ou 



B(Aa: -4- Bî/ -4- D) 4- C(Br -f- Cy -4- E) =: 
B(A-hC>r-4-(B«-f-G*)//-f-BD-hCE = 



et, comme A = -tt-» 

S80. Variété de parabole. — Si on SUppOSC CD — BE = 0, c'est- 

BE 
à-dire D = -jr-» l'équation de Taxe se réduit à 

Bc-4-Cy4-E = 0. 

C'est le diamètre unique que présente la variété de parabole. 

§ m. — RÉDUCTION DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE. 

Mi. 1'' Cos. — Courbes do genre ellipse on hyperbole. — - 

L'étude que nous venons de faire montre que, dans le cas où 
B* — AC^O, on peut, par un changement de coordonnées, réduire 
l'équation générale à trois termes; en eiïet, la courbe ayant un 
centre, si on le prend pour origine, les termes du premier degré dis- 
paraissent; puis, la courbe ayant deux axes de symétrie, si on les 
prend pour axes de coordonnées, les variables a: et j^ ne doivent plus 
figurer qu'au carré ; l'équation doit donc se ramener à la forme 

SV-4-SV-f-Fi = 
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La première transformation ayant pour objet de transporter l'ori- 
gine au centre a été faite précédemment (n® M») ; l'équation géné- 
rale du 2" degré est alors réduite à 



[i] 



AX«-h2BXY + CY»-h|=0. 



Faisons maintenant tourner les axes autour de la nouvelle origine, 
d'un angle (X que nous allons déterminer, de telle manière que le 
terme en X¥ disparaisse ; les formules de transformation sont 

X = ^ cos a — y sin a 
Y = .r sin a -+- y cos a 

Substituons X et Y dans l'équation [1], elle devient 

\{x cos a — y sin a)* H- 2B(a: cos a — y sin a) {x sin a -H y cos a) 



-I- G(a; sin a 4- y cos a)* 4- -r = 

5 



OU, en développant et ordonnant. 



A cos' a 

■+■ 2B sin a cos a 

-h G sin» a 



X* — 2A sin a cos a 
— 2Bsin«a 
4-2Bcos*a 
+ 2Csinacosa 



xy-hA sin* a 
— 2B sin a cos a 
-h G cos* a 



y«H-s=o 



Pour que le terme en xy disparaisse, annulons son coefficient, ce 
qui donne 



L21 



(G — A) sin a cos a -h B(cos» a — sin» a) = 



ou 



Btang«a-h(A — G)tanga — B = 



C'est l'équation 



Bm»-h(A— G)m — B = 



qui donne les coefficients angulaires des axes ; donc les nouveaux 
axes de coordonnées seront bien les axes de symétrie de la courbe ; 
mais, au lieu de résoudre par rapport à tanga, il est plus simple de 
faire le calcul de la manière suivante : 
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L*équation [2] peut s'écrire, en multipliant par 2, 

[2] (C — A) sin 2x H- 2B cos 2a = 

et donne 
[2] tang2« = ^^. 

valeur déterminée, puisque nous avons exclu le cas où l'on aurait si- 
multanéjnent B = et C = A . 
Ou déterminera par cette formule un angle co, ccunpris entre zéro 

28 

et 7t et ayant pour tangente •j-—%- 

Donc en général 

2a = Kiç •+• (û 



a = Kg + 3 



2 



Cette formule détermine quatre directions distinctes pour Taxe posi- 
tif des j; : 



«0 = 7; 



(I) 



«i=ô-t-ô 



37C 



Soient OA et OA', OB et OB' di- 
rections opposées deux à deux. 
Choisissons pour Taxe des x 
positifs la direction OA qui fait 
avec OX Tangle o^ compris entre 

et^; Taxe des y positifs sera 

alors dirigé suivant OB(rig. 290). 




%%%. Cttlcal de 



reanx eoeflicleiite de x^ et y'. 



Posons 



S' = A cos* a -h 2B sin a cos a -h C sin' a 
S"= A sin* a — 2B sin a cos a -f- C cos' a 



On en tire, en ajoutant et retranchant, 

[3J (S'4-S"=:A-hC 

[4] I S' — S" = (A— C) c09-»«-f. 2B sin 2a 

UUHAT. — COXPL. D'aLC. 



24 
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Or réqualion [2] donne 

sm 2a = cos 2a = 



Par suite les équations [3] et [4] deviennent 

[5] ^y.4-y^=A-f- C 

[5] l S' — S" = ± v/(A — C)«-f-4B« 

L*angle 2a étant par hypothèse compris enti*e et ?r, son sinus est 
positif, donc on doit prendre devant le radical le si^e de B ; si par 
exemple B est positif, on tire de [5] et [5] 

S' = i^A^-C-^v/(A — C)*-h4B«l 

S" = irA-+-C-v/(A-C)«^4B«l 

Si d*ailleurs on retranche le carré de l'équation [5] du carré de 
réquation [5î], on en déduit 

S'S" = AC — B* 

Connaissant la somme et le produit de S' et S", ces deux nombres 
sont les racines de Téquation 

S« — (A4-C)S-f-AC — B* = 
ou 

(S — A)(S — C) — B* = 0. 

La courbe est une ellipse ou une hyperbole suivant que S' et S" 
sont de même signe ou de signes différents; aucun de ces nombres 
ne peut être nul. 

SM. Éqaatloa metUint en évldenee les loaipievra 4e« 
«emi-axes. — L'équation d une courbe à centre peut toujours se 
ramener à la forme 

s 

I. Genre ellipse. — Si la courbe est du genre ellipse, 8 <0 ; maïs 

o==B« — AG = — S'S" 
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réquation devient donc 

sv-i- S'y -§1^=0. 

En faisant y = on a ^' = 07 



et pour x = 



S'*S'^ 
A 



Donc i^ si A est du même signe que S' et S'% on peut poser 

gA_ = fc. d'où S" = ^ 
et, en divisant tous les termes par ^7^^» Téquation devient 
-' + ?î — i = ellipse réelle, 

i^ Si A est du signe contraire à S' et S", on pose 
A , A M H' ' Q' A ^„ A 

ce qui donne 

— -h ^ -i- i = ellipse imaginaire. 

3*» Si A est nul, il reste, en posant S' = — et S" = r-,» 

X^ lyt 

-r + t; = variété' d'ellipse. 

II. Genre hyperbole, — Dans ce cas B > 0, donc S' et S" sont de 
signes différents. 
i<> Si A n'est pas nul, supposons A de même signe que S" et posons 

d'où S' = "^ 



A 


— a» 


S"»"' 






-t» 



d'où S' = — 



a'S'S" 
A 



6«S'î>' 
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Téquation se réduit donc à 

fi — fi — 1=0 hyperbole 

et si A est du signe de S', on a Téquation 

— — — -1-1 = hyperbole conjuguée de la précédente. 



2° Si A = 0, posons 



1 i 

S'=i S" = --i. 



l'équation prend la forme 

JT* 1/* 

— — ïi = var jV/« d* hyperbole. 

On retrouve donc ainsi les formes simples des équations de ces 
deux genres de courbes. 

SM. Exemple. — Soit l'équation 

14:c» — 4jry-f-ll^« — 8.r — 106y-4-209 = 
8 = 4 — i4xii<0 la courbe est du genre ellipse. 

Les équations du centre 

o . jj K-ï A donnent. . . ^ 

— 2x-+-Hy — 53 = /y^=5 

En transportant l'origine en ce point, le nouveau terme constant 
est 

Fi = Dxo-hEyo-^F = — * — 53x5-4- 209 = — 60 

La nouvelle équation de la courbe rapportée aux axes coX, oiY est 
donc 

14X»->4XY-4-liY« — 60 = 

Pour faire disparaître le ferme en XY, nous faisons tourner les 
axes d un angle « < s et tel que 

. o 2B —4 

inntr vot = = 
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RÉDUCTION DE L'ÉQUÂTIQN DU SECOND DEGRÉ AUX FORMES SIMPLES. 373 

Prenons donc a)C = 3 et CT' = — 4, 2a = X<oT, dont la bis- 
sectrice est le nouvel axe positif 
(oXi ; Taxe positif <oYi fait avec OX 

rangleQt4-^(fig.291). 

La nouvelle équation sera 
donc 

SV-4-S%» — 60 = 

S' et S" étant donnés par les for- 
mules 

S'-f.S''=A4-C = 14-hii=25 
S' — S^ = 




Fig. 2dl. 



V/(A — C)«-h4B» = — v/9H-i(5 = — 5 



en affectant le radical du signe — t qui est le signe de B. On en 
conclut 

25 — 5 



S' = 



^2 



S" = 



25- 



10 



.= 15 



L'équation de l'ellipse rapportée à ses axes est donc 
iOXi»4-15V — 60 = 
2Xi«-+-3Yj« — 12 = 



ou 

ou enfin 



X « Y * 



Les longueurs des demi-axes sont donc a = v/6, fc = 2. 

9M« 2^ cas, — RédoctIoB de l*éqaatloo d'une parabole. — 

La parabole ayant un axe de symétrie, si on prend cette droite pour 
axe des x et le sommet pour origine, la variable y ne figurera qu au 
2^ degré dans Téquation et le terme constani disparaîtra; il restera 
donc 

S'X« + S''Y«H-2PX = 

et comme 8 = 0, le produit S'S' doit être nul. 
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374 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Mais A = ST« et A^tO; donc S" 9^0 P 9^ 0, par suite 
S' = 0; donc enfin Téquation doit se réduire à la forme 

S''Y«-+-2PX = 

On y arrive par deux transformations successives : i* par une ro- 
tation des axes, d un angle a convenablement choisi, on fait dispa- 
raître le terme en xy et le terme en x^ ; 2<» en déplaçant Torigine 
nous pourrons annuler le terme en y et le terme constant. 

Soit réquation 

A:t« 4- 21lry -4- C//» -f- 2Dx H- 2Ey H- F = 

Par ' hypothèse B* — AC = 0, A et C ne peuvent être nuls 
simultanément, car alors B serait nul aussi. Supposons C # 0. On en 
déduit 



et réquation prend la forme 



A-?-' 



[1] fi(Ri:-+-Cj^)'4-2Dx+2Ey4-F = 0. 

Va 

C'est qu'en effet dans l'équation de la parabole le$ terme» du 
2« degré fo)^ment un carre' parfait. 

S86. Première transformation. — Botatlon des axes. — Les for- 
mules de transformation sont 

x = \ cos a — Y sin a 
y = X sin a 4- Y cos a 

réquation [i] devient donc 

TTr(Bcosa-hCsina)X-h(Ccosa — Bsina)Y| -l-2(Dcosa-HEsina)X 
H-.2(Ecosa — Dsina)Y4-F = 0. 

Annulons dans le carré mis ainsi en évidence le coefficient de X, 
langle a doit alors satisfaire à la condition 

g 

[2] Bcosa-hCsina — ou tanga = — g 
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RÉDUCTION DE L'ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ AUX FORMES SIMPLES. 5^5 

On voit que tang a est bien le coefficient angulaire de la direction 
des diamètres de la parabole. 
On en déduit 

— B C 



8in« = 



cos a = 



VB* 



dzv/B«H-C» 
L*équation de la parabole se réduit donc à 

[3] S''Y»-f-2PX-f-2QY-HF = 

en posant 

S-' = *(Ccosa~Bsina)« = J[^^J*=J(C'H.B«) 

[4]. 



=C^^=A+C 



P = 



CD — BE 



ii:V^C«-f B« 



Q = 



CE-4-BD 

±v/CM=nB« 



On peut toujours déterminer un angle (o compris entre et w et 

tel que tangco = — -,; tous les angles satisfaisant à la condition [2] 

sont donc compris dans la formule 

a = Kic -H to) 

Ce qui détermine deux directions 
opposées OX et OX'* Convenons par 
exemple de prendre K = 0, c'est-à- 
dire de diriger le nouvel axe positif 
des X suivant OX ; alors a étant com- 
pris entre Oet «, sina>0; nous „. ^^ 

* rig. Z9z. 

devrons alors affecter v/B* -h C* du 

signe contraire à celui de B. Ijes coefQcients de Téquation [3] sont 
ainsi complètement déterminés par les formules [4]; d'ailleurs 
S'':^0, car, B' — AC étant nul, si B^O, A et C sont de même signe, 
donc A-hC^O; siB = 0, on doit avoir A = et C^O. 

88V. Deuxième transformation. — Héplacement de Torlgtiie. — 

La courbe étant une parabole proprement dite, A = CD — tE^O; 
donc P n*est pas nul. Transportons Torigine en un point 0| dont 
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376 GÉOHÉnilE ANALYnQUË. 

Dous déterminerons les coordonnées x^^ y^ de manière à annuler le 
coefficient de y et le terme constant. 
Les formules sont 

L'équation [.î] devient donc 

S" (Jo -H Y,)' -4-'2P(a:o 4-X,) H-2Q(y, ^ Y.) -4- F = 



ou 



S''Y,«-+-2PXi-h2S''yo 
-h2Q 



-H2Pa:or n 



d'où résultent les conditions 

[7] S"yo-+-Q = 

[8] SV-+-2P:r,4-2Qyo-f-F = 

1/équation [7] donne pour y^ la valeur finie et déterminée y© = — ^r 
Multiplions Téqualion [7] par yo et retranchons-la de [8], il reste 

2Pa:o-hQyo-f-F = 
d'où l'on tire 

_ Qyp F_ Q«~S"F 
^^~ 2P 2P"~ 2PS" 

valeur qui est au^si finie et déterminée, puisque ni P ni S" ne son! 
nuls. 

S88. Z^ cas. — VaHété de parabole. — La rotation des axes 
de coordonnées donne toujours Téquation [5], mais comme 

A=cD— ;be=o 

on a alors P = 0, et l'équation [3] se l'éduit à 

S"Y«H-2QY-f-F = 0. 

Le déplacement de l'origine permet d'annuler le coefficient de Y 

^n prenant comme ci-dessus 

. _ 
y — ^ 
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nÉDUCTION DE L'ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ AUX FORMES SIMPLES. 577 
et le terme constant, indépendant de x^^ devient 

L'équation se réduit donc finalement à 

S89. ÉqvaUoAs rédoltes d'aoe parabole et d*aoe variété de 
parabole. — i° L'équation d'une parabole proprement dite peut se 
ramener à la forme 

S'%«-h2PXi = 

ou 

p 

Y t — 9 J_ Y 

Il — ^ ^/ ^t 

D*ailleurs on peut toujours choisir le sens de Taxe positif O^Xi de 
telle sorte que P ait un signe donné, par exemple le signe contraire 

p 
à celui de S"; alors nous pourrons écrire — rT/==/^ P étant une 

longueur positive, et Téquation devient 

V = ^p\ 

p est le paramètre de la courbe. 
^^ Soit réquation réduite d'une variété de parabole 

S"V-4-F, = ou V^iî = 

Suivant que Fi est de signe contraire à S", ou de même signe, ou 
nul, on peut poser 

I* — — A^ ij = -f- A» ~* = 

- S""" S" ^ S" 

et réquation se réduit à : 

Y* — A* = deux droites parallèles et réelles 
Y* -I- A* = deux droites parallèles imaginaires 
Y* = une droite double OX. 
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378 . GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

S90. Exemple. — Soit à réduire Téquation 

[!] 9x« — iixy -h i6y« -h 4aa: -h Say — 12a» = 



Nous ferons disparaître les termes en x* et en a:y par une rota- 
tion des axes telle, que 




B 



M 5 



tanga = ~- = 4-T^ = T 



Fig. 3»3. 



Prenons donc 

0H = 4 , HK = 3 

d*où 

/^ 3 
tangHOK = j 

Choisissons pour a l*angle 

HOK compris entre et w ; 
alors 



sm a = : 



cas a = i 



A Taide des formules démontrées, on a 

S" = A-f-C = 9-f.l6 = 25 
^ CD— BE i6.2a-+-i2.4a , 



>/B*-hC« 



20 



^ CEh-BD 16,4a — 12.2a ^ 
>/Bm^' 20 

réquation rapportée à OX, OY devient 

[2] 25Y« -h 4aX -f- 2aY — 12a» = 0. 

Changeons maintenant l'origine, en posant X = X| -h .To, Y = Y, 4- Jo » 
il vient 



25Yj»4-4aX,H-2a 
-f-50yo 



— 12 a» 
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RÉDUCTION DE L'ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ AUX FORMES SIMPLES. 379 
Les deux derniers termes s'annulent si Ton a 

[3] 25yo-f-a = . d'où yo = — .J 

[4] 25yo' -h 2ay, -hiax^ — l 2a» == 

ou, en multipliant [3] par y© et retranchant de [4], 

AaXf^ — i2a- = d'où XQ = Za, 

Donc, en prenant le point 0| pour nouvelle origine, l'équation se 
réduit à 

25V-4-4aX, = 

Et, si on change le sens des x^ positifs, on a 

25V — 4aX, = 
ou 

V = 2x^aX, 

parabole COjD dont l'axe est dirigé suivant O^X, et dont le paramètre 
est^a(fig.293). 
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RÉDUCTION DE L'ÉQUATION DU ^GOND DEGRÉ AUX FORMES SIMPLES. 581 



EXERCICES ET PROBLÈMES 



1. Trouver le lieu géométrique des centres de toutes les coniques 
représentées par Téquation 

x» + y« — 2ûx 4- 2Xy (ic — «) = 



Quels sont les centres d^ellipses, tes centres 



quand on fait varier X. 
d'hyperboles? 

2. On donne deux points A et Â' sur X'X, deux points B et B' sur Y'Y; 
lieu des centres des coniques qui passent 
par ces quatre points (fig. 294). Montrer 
que ce lieu doit passer par chacun des 
points 0, 1, P ; vérifier qu*il passe aussi par 
les milieux des côtés et des diagonales du 
quadrilatère AA'BD'. 

5. On donne un point A sur OX, un 
point B sur OY; trouver Téquation des 
coniques qui sont tangentes en A à OX 
et tangentes en B à OY. Discussion. Lieu 
des centres de toutes ces coniques. Sur 
quelle partie du lieu sont les centres 
d*ellipses et les centres d'hyperboles? 




Fig. 294. 



■i. On donne l'équation x* — X (1 — X) xy -f X«y« — dX^y = ; discuter 
les courbes qu'elle peut représenter quand X croit de — oo à + œ. 

Trouver et construire le lieu des centres de toutes ces coniques; où 
sont les centres d'ellipses et les centres d'hyperboles ? 

5. Construire la courbe représentée par l'équation 

y{y — mx) -\- h(x-{- my) =■ 

A étant une longueur donnée et m un coefficient numérique ; trouver lé 
lieu des centres de toutes ces courbes quand on fait varier m. 

6. On donne l'équation 

[I] (jr.^a)^+{y^p)^^e^x^ = 0. 

1" De quelle grandeur doit être le coefficient e* pour que la courbe soit 
une hyperbole, et en particulier une hyperbole équilatère ? 

2*" Si toutes les hyperboles équilatéres ainsi obtenues passent par un 
point A (x=:a)f donné sur OX, quel est le lieu des points dont les coor- 
données sont a et p? 
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382 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

3* Quel est le lieu des centres des hyperboles équila^tères représentées 
par réquation [1] et passant par le point A? 

7. On donne un triangle AOB rectangle en 0, on considère toutes les 
hyperboles qui passent par A et par B et ont leurs asymptotes parallèles à 
OA et OB. 

!• Écrire Téqualion générale de ces hyperboles. 2* Trouver le lieu de 
leurs centres. 3* Lieu de leurs sommets; montrer que ce lieu se compose 
d'une ellipse et d'une hyperbole qui se coupent orthogonalement. 

8. 1" Trouver l'équation générale des hyperboles équilatères circonscrites 
à un triangle donné ABC. Montrer qu'elles passent toutes par le point de 
concours des hauteurs du triangle. 2* Trouver le lieu des centres de 
toutes ces hyperboles. Montrer que c'est le cercle des neuf points du 
triangle ABC. 3» Construire le centre, les asymptotes et les axes d'une hyper- 
bole équilatère passant par quatre points donnés A, B, C, D. 4* A chaque 
hyperbole équilatère circonscrite à ABC on mène des tangentes perpen- 
diculaires à un côté du triangle ; lieu des points de contact. 5* Lieu des 
points de contact des tangentes parallèles à un côté du triangle. 

9. On donne une circonférence, un diamètre AA' et une sécante paral- 
lèle à ce diamètre. 1* Trouver l'équation d'une hyperbole équilatère passant 

par les points A et A' et par les points C, C où 

ela sécante rencontre la circonférence. 2* Lieu 
des centres et lieu des sommets de ces hyper- 
boles quand la sécante CC se déplace en restant 
parallèle à AA' (fig. 295). 
10. On donne deux points A, A' situés sur 
X'X, à égale distance du point 0, et un point P 
(a, p). On considère toutes les coniques qui ont 
pour axe X'X et pour sommets A et A'. 1* Trou- 
Fig. 2^. ver le lieu des points de contact des tangentes 

menées à ces coniques par le point P; con- 
struire cette courbe, ses asymptotes ; voir qu'elle passe par le point P. 
2" On mène à celte courbe la tangente en P; lieu de la projection du 
point sur celte tangente quand le point P est mobile sur une parallèle 
àOY. 

11. On donne deux axes rectangulaires, une parallèle L'BL à l'axe OX et 
un point A (x = a,y=:b) mobile sur cette droite; à chaque position du 
point A correspond une hyperbole équilatère passant par les points A, B et 
et tangente en à X'X. 

1" Trouver lëqualion de celte hyperbole. 2" Lieu de son centre quand 
le point A parcourt la droite L'BL. 3* Construire le centre et les asymp* 
totes de l'hyperbole équilatère qui correspond à une position donnée du 
point A» V On joint le point mobile A à un point fixe Q pris sur Taxe des 
y et on appelle M le second point d'intersection de la droite QA avec 
rhyperbole qui passe par A. Trouver le lieu de ce point M et discuter le 
genre de celte courbe suivant la position du point Q sur l'axe des y {Ecole 
navale). 
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12. On donne Téquation \(x* — ax) — ay {x — y — a) =0 dans laquelle 
a est constant et positif, et X est un paramétre variable, l** Discuter la 
nature des courbes que cette équation représente quand X varie de 
^- 00 à + 00. 2"* Démontrer qu'elles passent toutes par trois points fixes, 
et que le lieu des centres est une droite. 5* Construire pour une valeur 
donnée de X le centre de la courbe et les tan- 
gentes aux trois points fixes; distinguer les 
centres d'ellipses et les centres d'hyperboles. 
4'* Lieu des points de contact des tangentes 
qui sont parallèles à OX ; construire celte der- 
nière courbe. (École navale.) 

13 On donne deux axes rectangulaires et 
un point M de coordonnées a et ^; on mène 
par H deux droites MAB, MA'B' faisant entre 
elles un angle donné Y et telles que les quatre 
points A, B, K% B' où ces droites rencontrent les 
axes soient sur une même circonférence 
(flg. 296). 1"* Démontrer que le problème admet 
pour chaque valeur de V deux solutions et 
trouver en les distinguant les équations des 
deux circonférences. 2*^ Le point M étant fixe, on fait varier l'angle Y 
d'une manière continue; trouver le lieu des centres de toutes ces cir- 
conférences ; montrer que chaque couple de circonférences a le même axe 
radical. Yariation de la grandeur du rayon. 3* L'angle Y étant constant, 
quel est le lieu du centre de toutes les circonférences précédentes quand 
le point BI décrit lui-même une circonférence ayant le point pour centre? 
(Ecole navale.) 

14. On donne les équations 

(x^ + y») (1 + cos« V) ifc \xy cos Y == )•« sin« Y lang» Y 

(équations trouvées pour la solution du problème précédent). Ramener 
chacune d'elles à sa forme la plus simple 
par un changement de coordonnées, et 
calculer les longueurs des axes. 

15. L'équation d'une conique dont le 
centre est en étant 



Fig. Î96. 




Kx* + 2Bxy + Cy« + F, = 0, 

on a vu (n** 382) que, si on fait tourner les 

axes de coordonnées rectangulaires autour pig. 297. 

du point 0, la somme des coefficients de 

X* et de y* reste constante; déduire de là que toutes les cordes qui 

sont vues du centre d'une conique sous un angle droit AOB, sont à la 

même distance OH du centre (fig. 297). 
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16. On donne les équations 

2(a:-hy — fl)«— (a; — y + fl)"— û«r=:0 

Trouver les axes de ces deux courbes, montrer qu'elles se coupent 
orthogonalement, et réduire Téquation de chacune à sa forme la plus 
simple. 

17. On donne réquation 

{y — mx)« 4- X(my + x) = 0. 
Quelles courbes représente-t-elle? Que sont les droites 

iy — wu: = 
tfiy + X = 

par rapport à ces courbes? 

18. Une parabole est tangente en A à Taxe OX, tangente en B à Taxe OY, 
trouver son axe et son sommet. 

19. 1* Trouver l'équation générale des paraboles qui ont pour sommet 
Torigine des coordonnées et coupent l'axe OX en un point donné A. 2"* Lieu 
des points T où se rencontrent la tangente en et la tangente en A. 
3** Lieu du point de rencontre de la normale enO et de la tangente en A. 

20. On donne deux axes rectangulaires, un point A sur OX, et un point 
B sur OY. 1' Écrire l'équation générale des hyperboles équilatères qui 
passent en A et sont tangentes en B à OY. 2* Lieu des centres de ces 
hyperboles 5* Lieu des points de contact des tangentes parallèles à cha- 
cun des axes de coordonnées. V Lieu des points de rencontre de la 
tangente en A à chaque hyperbole avec les parallèles menées par l'origine 
aux asymptotes. 5"* Le lieu précédent est une parabole P; former l'équation 
de l'axe et l'équation de la tangente au sommet de cette parabole : con- 
struire ces droites. 6* Lieu du sommet de la parabole P quand le point A 
se déplace sur OX, B restant fixe. 
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CHAPITRE XIV 



ÉTUDE DBS CONIQUES A L'AIDE DE LEURS ÉQUATIONS REDUITES 



§ 1. — PROPRIÉTÉS FOCALES 



Théorèmb. — Le lieu géométrique des points d'un plan dont 
les distances à vn point fixe et à une droite fixe de ce plan sont dans 
un rapport constant, est une conique. 

En effet, prenons la droite donnée pour axe des y, soit F le point 
fixe; prenons pour axe des x la perpendiculaire abaissée de ce point 
sur OY, et soit a l'abscisse de F, H étant un point quelconque {x, y) 
du lieu (fig. 298) : 



MF = v/(a: — a)«-h2^« 
on doit avoir 
HP 



MH = ^ 



ç-y = e, 6 étant un nombre donné ; 
Mn 



donc 



ou 



X' -"^ 




Fig. 898. 



(x — %Y-hy* — e^x^ = 



équation du second degré en x eiy; le lieu est donc une conique. 
Discussion. — En ordonnant Téquation, on a 



Par suite, 



(1 — e»)x» -+- y» — 2our -h a* = 0. 
8 = B« — AC = <?^ — i 

UUKAT. — CONPL. D*AL6. 



25 
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et comme le nombre e est essentiellement positif, si 



e<l 


le lieu est du genre ellipse; 


e>\ 


— — hyperbole; 


e=\ 


— — parabole. 



Formons le discriminant, son expression se réduit à 

A = CD» -h F(B« — AC) = a» -+- a»(<j» — i ) = 3i»e» 
donc A est nul si Toa a 

e = ou %=^0. 

1° Si e=:Oy Téquation se réduit à (x — a)»-Hy* = 0; elle repré- 
sente une variété d*ellipse qui est le point F. 

2* Si a = 0, c'est-à-dire si le point F est sur la droite donnée, il 
reste (1 — e*)a:^ -h y» = 0, système de deux droites, imaginaires, 
réelles ou confondues, suivant que c<;i, e>l ou e=i. 

5° Enfin, si e = oo , il reste a.'- = 0. c'est-à-dire la droite double 
OY, résultats prévus géométriquement. 

La variable y ne figurant qu'au carré, la droite OFX est un axe 
de symétrie, et cet axe rencontre toujoure la courbe en des points 
réels, car, en faisant y = dans l'équation, on a pour déterminer les 
abscisses des points de i*encontre avec OX, 

(i— eV — 2aa--f-a» = 

ont les racines sont toujours réelles, quel que soit e. 
Ces racines sont finies lorsque e^l, .r'= t-- — ' x" = -. • et 

si e= i. Tune des racines devient infinie et l'autre a:"=^- 

39S. DéOnitions. Foyer. Dlreetrlce. Exeentrlelté. — NouS 
appelons foyer le point fixe donné F, et directrice la droite donnée ; 
le rapport constant e est V excentricité. C'est de la grandeur de ce 
nombre que dépend le genre de la courbe ; l'axe qui passe par le 
le foyer F est Vaxe focal, et la directrice lui est perpendiculaire. 

31M. Propriété aoalytlqae d'un foyer. — THÉORÈME. — La 
distance d'un foyer F d^une conique à un point quelconque M de la 
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courbe est une fonction linéaire des coordonnées X et Y de ce point M. 
En effet, soit F(a, p) un foyer, D la directrice correspondante (fig. 299) ; 
Téquation de cette droite étant 



(0) 



te -H my -+- A = 



la distance HH du point F à cette droite 

est (n<> 260) 



MH = 



/X-+-rnY-f-A 



# 



Y 


\ 




F(a,p)\ 




"îi'gtiY) \ 





X 



Fig. 299. 



X, Y étant les coordonnées d*un point 

quelconque M de la courbe, F étant un foyer, on doit avoir 

MF 



MH 



donc 



= e ou MF = exMH 
/X-i-mY-4-A 



MF = e 



v//« 



nr 



expression rationnelle, entière et du 1" degré en X et Y; c'est ce 
qu'on appelle une fonction linéaire; tandis que si le point F n'est 
pas un foyer, la distance MF est donnée par la formule 



MF = v/(X — a)«-h(Y — p)» 

expression irrationnelle en X et Y. 

Ceci est vrai quels que soient les axes de coordonnées, car le 
changement des coordonnées ne modifie pas le degré de la fonction 
Ix-hmy-hh. 

sus. Réciproque. — Si la distance d'un point quelconque M d'une 
conique à un point F du plan est une fonction linéaire des coor- 
données X, Y du point M, le point F est un foye7\ 

En effet, soit 

MF = /XH-mY-h/i. 

On peut toujours tracer dans le plan une droite D ayant pour 
équation 

Ix -h tny -t- h = 
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el la distance du point M à cette droite D a pour expression 

donc 

IIP 

5iH = v//' + m. 

Ce rapport est donc constant, donc F est le foyer qui correspond à la 
directrice D. 



Corollaires. — 1. Cette propriété analytique permet donc 
de définir un foyei* en disant que cest un point fixe dont la distance 
à un point quelconque de la conique est une fonction linéaire des 
coordonnées de ce dernier points 

II. La démonstration précédente nous apprend en outre que, si Ton 
connaît Texpression de MF en fonction de X et Y, Téquation de la 
directrice qui correspond au foyer F s'obtient en égalant cette 
expression à zéro. 

III. L'excentricité e est égale à la racine carrée de la somme des 
carrés des coefficients de X et Y dans l'expression de la distance MF. 

999. Équation focale d'une coniqne. — D'après le théorème 
précédent, si a et p sont les coordonnées d'un foyer, la distance FM 
de ce foyer à un point quelconque M de la conique a pour expression 

FM = v/(x — *)«-!- (y- p)« 

el comme elle doit être une fonction linéaire de x et y, on doit avoir 
pour tout point M de la courbe 



ou 



v/(j: — aj« H- (jy — p)« = ^ -h my H- A 
[F] (^.--a)»-^(î/ — p)«— (/^-+-my-+-A)« = 0. 



Cette équation [F] est donc l'équation de la conique dans laquelle 
sont mises en évidence les coordonnées a, p d'un foyer; l'équation 
écrite sous cette forme est appelée ïéquation focale de la courbe, 
l'équation de la directrice correspondant au foyer (a, p) étant 



et l'excentricité 



^ H- m»/ -h A = 



e = -f-v'/*-f-m*. 
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SM. Exemples. — 1<^ Soit Tëquation 

[i] (x-b)fiy-{-(y-by-(x-hy\f^-bs/2y = 

Cette équation représente une conique dont un foyer F a pour 
coordonnées b\/î et fe ; la directrice correspondante a pour équation 



:c-f-yV^ — fev/^=0 



ou 



X 



C'est la droite AB (fig. 500). 
Cherchons l'excentricité x' 



e'' = 



Or 



MU' 



m'=(x—b)/îy-h{y—by 

ou, en vertu de l'équation [1], 

MF = {a;4-yv/2 — tv/2)* 




D'ailleurs 



donc 



^"= TPà 



La courbe est donc une hyperbole. 
L*axe focal ZFZ' perpendiculaire à AB a pour équation 

y-b = (x-bs/^)s/^. 
Le point I où il coupe X'X a pour abscisse 



=4=J^n/^=|oa. 



v/i 
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Si on réduit réquation [1], on a 



alors 



donc le point I est centre, par suite l'autre foyer est en F' sur OY', 
et la deuxième directrice est OD', parallèle à AB. 

Les asymptotes sont X'X et L'L, les sommets S et S'. 

2® Soit l'équation 

^î -f- y^ — e« (j: -f- a)» = 0. 

C'est l'équation focale d'une' conique dont l'origine des coordon- 
nées est un foyer. 
La directrice L'DL ayant pour équation 

l'excentricité est e. 
Si on suppose e = l, la courbe est une parabole; l'équation se 
réduit en effet à 



y._2a(a:H-|)=0 

qui met en évidence l'axe y = 0, c'est-à- 
dire X'X, et la tangente au sommet 

a: -h I = 0, soit T'ST, le sommet S étant 

au milieu de FD (fig. 501). 



S99. Détermlnatloii des foyers d'nne 
Pig, 30, ellipse. — Nous savons qu'en rapportant 

une ellipse à ses deux axes de symétrie, 
on peut toujours ramener son équation à la forme 



L 




T 




^ 




1 


/ 


Q 


y^ 


X' D 


S 


V 


F 


X 




T' 


\ 




L' 




Y 




\ 



[•] 



•^+?;-i=o. 



Si on désigne par a et p les coordonnées d'un foyer, l'équation de 
de cette conique pourra être écrite sous la forme 



[2] 



(x — «)» -H (y — p)' — (fa -i- mj, -t- A)' = 0. 
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Ces deux équations [1] et [2] devant représenter la même courbe, 
il faut que les coefficients de tous les termes soient proportionnels. 
Donc, en multipliant le premier membre de Tune par un coefficient 
convenable X, il devient identique au premier membre do l'autre; on 
a donc Tidentité suivante : 



ou 



(fi-+-|;-l) = (^-»)'-+-(»-P)'-(^^+'«i/ + ^)" 



c'est-à-dire que le premier membre de cette identité doit être un 
carré parfait. 
Si on Tordonne, ce premier membre se réduit à 

Puisqu'il ne contient pas de terme en xy^ le second membre n'en 
doit pas contenir non plus, ce qui exige que l'on ait ou /=0 ou m = 0. 
1** Soit m = 0. La variable y ne ^gurant pas dans le second 
membre qui est réduit à (te -h A)*, cette variable ne doit pas figurer 
dans le premier membre ; de là les deux conditions 

[h] 1— ^, = ou X = t» 

[5] p = 

et il reste 



[6] ( 1 — ^) X'- — 2ax H- a* -h tV 



Pour que ce trinôme soit un carré, il faut que ses racines soient 
égales; donc 



ou 



[7] 





= 0} 




(a* 


a* 




a» 


a = ±v/a'- 


-b* 
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Donc, en supposant a>» i, on trouve deux foyers réels situés sur 
le grand axe de la courbe et dont les abscisses sont a = d: c, en 
posant a' — b* = c*. 

^ Supposons / = 0. Ce sont alors les coefficients de x* et de x qui 
doivent disparaître; les conditions sont donc 

1— -, = ou X = a« et a = 

et il reste le trinôme 

qui, devant être un carré, donne la condition 

p« — A— ^)(p*-f-a»)=0 ou p» = ft» — a« 

Les valeurs de p sont donc imaginaires, puisqu^on a supposé a*>fr'. 
L^ellipse a donc seulement deux foyers réels. 



BlMetrices. — Si dans le trinôme [6] on remplace a par c 
et a* — b* par c*, ce trinôme devient 



c'est-à-dire 



ou 



— x' — 2cx -4- a*, 
a* 

il'-')' 

L*équation focale [2] se réduit donc à 

Par suite, Téquation de la directrice qui correspond au foyer de 
droite est 

C 
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Et si Ton prend a = — c, réquation focale est 

[4] (^ + c)» + y« = g(^ + ^)'; 

la directrice correspondant au foyer de gauche est donc 



c 

401. Constmction des foyers et des direetrlees de l'eUlpse. 

— Les foyers F et F' sont à Tinterseclion du grand axe avec la circon- 
férence de rayon a décrite du sommet B comme centre (fig. 502). 
Le pied de la direc- 
trice DL s^obtient en 
traçant la circonfé- 
rence de rayon OA et 
la tangente à cette cir- 
conférence au point P, 
qui a même abscisse 
que le foyer F ; le tri- 
angle rectangle OPD 
donne en effet 



UP^=OFxOD 



L' 


/0\ 


) \\i\'''. 


L 


mv 


\ ^ ^'~J. 


B' 

r 


AX 



ou 



a' = ex. 



Fig. 302. 



La directrice D'L' est symétrique de DL par rapport au petit axe. 

dot. Bayons Teelenrs d'nne eUipse. — Soit H un point quel- 
conque de l'ellipse. 1^ Si on le joint au point F dont Tabscisse est c, 
réquation focale [5] montre que 



«'•=^(-7) 



a*y [ex — g*)* (ex 



(?-«)■■ 



donc 



»F=±(f-.). 



Or - est moindre que 1 , et pour tout point de Tellipse la valeur 
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absolue de x est moindre que a; donc a est négatif; l'expres- 
sion de la distance positive MF est donc 

2*» Si on remplace le foyer F par le foyer F', il suffit de changer c 
en — r, ce qui donne 

[2] MF--=a-i-^, 

a 

expression toujours positive, quel que soit le signe de x^ puisque la 
valeur absolue de - x est toujours inférieure à a, 

40S. (Somme des rayons vecteurs de tovt point d'nne ellipse. 

— Si on additionne les égalités [1] et [2], on a, pour tout point de 
la courbe, quel que soit x, 

MF -f- MF = 2a; 

donc la somme des deux rayons vecteurs d'une ellipse est con- 
stante. 

C'est la propriété géométrique par laquelle nous avions primiti- 
vement défini cette courbe. 



I. Foyers de l'hyperbole. — L*équation de Thyperbole rap- 
portée à ses axes 

a« 6» 

ne diffère de celle de Tellipse que par le changement de b^ en — b*. 
Si nous appliquons à cette courbe les raisonnements et les calculs 
faits (n° S99) pour Tellipse, nous sommes conduits aux résultats 
suivants : 

i° En supposant m = 0, c'est-à-dire MF fonction seulement de x, 

Xrr^ — è« p=:0 a» = a« -h fc* 

ou 



:=d=v/a*-t-(;*. 
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Cette expression de a est toujours réelle, et en posant 



on a 



2^ En supposant / = 0, c*est-à-dire MF fonction de la seule 
variable y^ on aurait 



X = a» 



a = p* = — (a* -f- 6«) donc p imaginaire ; 



on a donc enc(jre deux foyers réels, et ils sont situés sur Taxe trans- 
verse de la courbe. 
Les directrices correspondantes ont toujours pour équations : 



Tune X = - 



l'autre x = — 



et Texcenlricité e = - > 1 - 
a 



4#S. Constraetlon des foyers et des dlreetrlces de l'hyper- 
bole. — Nous savons que si aux extrémités AA' de l'axe transverse 
on élève des perpendiculaires AB, A'B' égales chacune à fe, les droites 
I/OBL,XOB'â' sont les asymptotes, puisque leurs coefficients angulaires 

b b , , 

sont H- - et ; la lon- 

a a 




gueur c valanl y/a* -+- fr' 
est l'hypoténuse OB du 
triangle rectangle OAB ; 
si on rabat cette lon- 
gueur de en F et de 
en F' sur Taxe trans- 
verse, on a en F et F' 
les deux foyers (fig. 503). 
Et si de F et F' on 
abaisse sur les asym- 
ptotes les perpendicu- 
laires FH, FH', puis de 
H et H' les perpendiculaires DV, D'V à l'axe transverse, ces lignes 
sont les deux directrices, car le triangle OHF est égal au triangle 
OAB comme ayant l'hypoténuse égale et un angle aigu commun ; donc 
OH = fl, et dans le triangle OHF on a bien 



0D = ~ 
c 
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40B. Bayons TecCeiur* de l'hyperbole. — 1® Considérons un 
point M sur la branche de droite, et joignons-le au foyer de droite F; 
l*équation focale 

(x-c)' + î,» = -(x--) 
montre que 



=*(r-«)- 



donc 

MF 



Choisissons le signe pour que cette expression soit positive; or ici 

a 
donc 



c c 

->1 et a;>a, donc-a:>a, 
a a 



[1] MF = ~-a. 

a 

Traçons MF'; l'équation focale où Ton met en évidence le foyer F 
est 

ce qui donne 

L^expression écrite dans la parenthèse est positive, il faut donc la 
faire précéder du signe H-, donc 

[2] MF'=:^+a. 

S"» Prenons un point M' sur la branche de gauche; on a encoi*e 

et 
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Mais ici x étant négatif, et la valeur absolue de -x étant plus 

grande que celle de a, il faut dans chaque expression prendre le 
signe — , ce qui donne 

40y. Différence des rayons Tectenrs d'nn point queleornupe 
de l'hyperbole. — Si on retranche Tégalité [1] de l'égalité [2], on a 

MF — MF = 2a 

et si on retranche 1 égalité [4] de l'égalité [3], on a aussi 

MT — Mr = 2a. 

La différence des rayons vecteurs d'un point quelconque de l'hyper- 
bok est constante, 

40H. Foyer et direetriee d*nne parabole* — L'équation focale 
étant 

[1] (.r — a)«-h (y — p)«_(to4.mt/H-A)* = 0, 

identifions-la à celle de la parabole rapportée à son axe de symétrie 
et à la tangente au sommet : 

[2] y* — ipx = 

Il en résulte l'identité 

[3] (^-a)»-f-(î/-p)«-X(y« — 2/>a:) = (te + my + A)« 
en ayant soin d'isoler dans le second membre le carré parfait, ou 

a;i + ( 1 — X)y« — 2(a — X/>)a: — 2py + a» + p» = (/a; -h my + A)». 

Le premier membre n'ayant aucun terme en xy, dans le second 
membre on doit avoir lm = 0; mais on ne peut pas annuler le coeffi- 
cient de x», puisque dans le premier membre ce coefficient est 1 ; 
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donc il faut que m = 0, donc y ne doit pas figurer dans Texpression ; 
par suite 

\=:l p = 

et il reste 

x^ — 2(* — p)x -H a* = (Le -h h)K 

Pour que le premier membre soit un carré parfait, il faut que les 
racines de ce trinôme soient égales; donc 

(a — p)« — a»=0 
ou 



-apx-f-p« = a=^ 



2 

La parabole a donc un seul foyer à distance finie, dont les coor- 
données sont 



"2 



a = k- p = 0. 



En remplaçant a par ^» le trinôme devient 

X* -{- px -{- '-J 
cesl-à-dire 

Par suite, Téquation de la directrice est 



x^f = 



ou 



X— ,. 



droite perpendiculaire à l'axe et dont le pied D est symétrique du 
foyer F par rapport au sommet. 

409. Distances d'an point de la parabole au foyer et * la 
directrice. — Le carré de MF ayant pour expression 



MF 



•=(.-iy. 
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lu valeur absolue de MF est 



car nous avons supposé la courbe située du côté des x positifs 
(fig. 504). 

La distance du point M à la directrice est 
dailleurs 

MH=MQ-hQH, 
c'est-à-dire 

MH = ar + ^. 

Ainsi tout point de la parabole est equidii- 
tant du foyer F et de la directrice DL. 

410. Propriétés focales eommnnes avK Fig. 304. 

trois coniqncs. — THÉORÈME I. — Si d'un 
point quelconque d'une directrice on mène à une conique deux 
tangentes, la corde de contact passe par le foyer correspondant. 
En effet, en prenant la directrice pour axe des y (fig. 305), nous 
avons vu (n^ I9t) que Téqualion de la 
courbe est Y 

[1] (x — xY -h y* — e'o:» = 0. 





Inéquation de la tangente à cette courbe 
en un point M(.r, y) est (n^ S9S) 

c'est-à-dire f»ff 30ô. 

X(,r — a ™ e^'x) 4- \y — [x(x — a) — e^x^ -|- y«l = 
et, comme le point M est sur la courbe, on a 

yt gîjçS — ^j^ — yy 

donc Téquation de la tangente en M se réduit à 

\(x — a - e^x) -f- Yy — x{x — a) ^= 0. 



Digitized by 



Google 



400 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

L'abscisse du point P est nulle, soit y^ son ordonnée; la tangente 
passant par ce point, on a 



[2] 



y,y — a(a: — a) = 



condition que doivent remplir les coordonnées t, y de tout point de 
contact d'une tangente menée par le point P; c'est l'équation d'une 
droite, c'est donc l'équation de la droite des contacts. Si on y fait 
y = 0, on a pour l'abscisse du point où elle rencontre X'X 



x = i. 



Cette corde passe donc par Je foyer F, quel que soit y^, c'esl-à-dire 
quel que soit le point P pris sur la directrice. Ce qu'on énonce en 
disant qu une directrice est la polaire du foyer correspondant ^ ou 
que chaque foyer est le pôle de sa directrice, 

411. Théorème II. — La droite qui joint un point P de la direc- 
trice au foyer F est perpendiculaire à la corde de contact des tan- 
gentes menées du point P. 

En effet, le coefficient angulaire de la corde de contact [2] est 




inz 



QL 



et celui de la droite PF est 

m' = ~ 

donc 



yi 



mm': 



:— 1. 



41». Théorème III. — Si une sécante 
coupe une même branche de conique en H 
et M', et une directrice au point K, la 
droite FK est bissectrice de Vangle extérieur au triangle FMM' 
(fig. 306). 

En effet, abaissons sur la directrice les perpendiculaires MH et 
M'H'; d'après la définition du foyer et de la direclrice, on a 



MF 
MH 



MT 
'M'H' 
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OU 



Mais les triangles semblables KMH, KM'R' donnent 



dODC 



FM 
FîF- 


HH 
M'H' 


KMH, 


KM'H 


HH 

M'H' = 


KM 
~KM' 


KM 

KM'~ 


FM 
= FM' 



et comme le point K est sur le prolongement de la corde MM', 
FK est la bissectrice de l'angle extérieur F du triangle MFM'. 

4iS. Théorème IV. — Si une sécante coupe en H et W les deux 
branches dune hyperbole et une directrice en u i point K, la droite 

FK est bissectrice de Vangle MFM' 
{%• 307). 

Le même raisonnement montre 
en effet qu'on a encore 



KM 
KM'' 







mais le point K est situé entre M 
et M', donc la droite FK est bis- 
sectrice de Tangle intérieur du 
triangle MFM'. 

Fig. 507. 

414. Corollaire. — Si d'un 
point K de la directrice on mène à une conique une tangente KT, 

/\ 
l'angle KFT est droit. Car la tangente KT étant la limite de la sécante 

KM'M (flg. 306), quand langle M'FM tend vers zéro, son supplément 

M'FZ tend vers deux droits. On retrouve ainsi géométriquement les 
théorèmes I et U (n^"' 410, 4ii). 

4iS. Problème I. — Construire une conique connaissant un foyer, 
la directrice con^espondante et un point de la courbe. 

Soient F le foyer, DL la directrice et M le point donné (fig. 308). 
Traçons Taxe focal FD, le rayon vecteur FM, la perpendiculaire MH 



lAVKkl, » COVri. DALG. 



26 
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sur la direclrice et la droite HF; si on mène la bissectrice MI de 

l'angle FMH, et la bissectrice MF de Fangle extérieur, les points I 

et V satisfont à la condition 



L' 


v^^ 







IF 

m 



IT 



MF 
MH* 



Fig. 308. 



Projetons les points I et Y 
sur l'axe focal en A et A', on 
aura de même 

AF_AT_MF 
AD""A'i)""MH" 



Donc A et A' sont sur la courbe : ce sont deux sommets. 

On en déduit l'autre foyer F' en prenant A'F' = AF, puis la deuxième 

directrice D'L'. 

MF* 
La conique est donc déterminée, lexcentricité e = |j^- 

Remarque. — Si MF<MI1, les points A et A' sont du même côté 
de la directrice, la courbe est une ellipse; si MF>MH, la construc- 
tion précédente est disposée comme dans la figure 309 : les points A 
et A' sont de part et d'autre de la directrice, la courbe est une 

hyperbole; enfin si MF = MH, les 
points r et A' s'éloignent indéfini- 
ment, la courbe est une parabole. 



L 

1/ 



1 



D'A' 



4I«. Problèoie de Kepler. — 

Construire une conique, connaissant 

un foyer et trois points. 

- — Soient les trois points A, B, C et 

le foyer F. Considérons les trois 

I I triangles FAB, FBC, FCA; traçons 

Fig. 3oa. dans chacun d'eux les bissectrices 

de Fangle intérieur et de l'angle 

extérieur F; soient Fa et Fa', F? et Fp', Fy et Fy' ces bissectrices 

(fig. 510). 

i*> D'après le théorème 111, si les trois points A, B, C sont sur une 
même branche de conique, les points a', p', y' appartiennent à la 
direclrice conjuguée au foyer F ; ces trois points sont donc en ligne 
droite et donnent une première directrice Ô,. 
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2<» D'après le théorème IV, si A et B sont sur une branche d'hyper- 
bole et G sur l'autre branche, les points y'* ^ et a sont en ligne droite 
et donnent une deuxième solution .: D, est directrice de Thyperbole. 

3<^ De même, si 
A et C sont sur une 
branche et B sur 
Tautre , c'est la 
droite p', Yi a ou D3 
qui est directrice. 

4» Enfin, si C et 
B sont sur une 
branche et A sur 
l'autre, les points 
a', p, Y sont une 
droite D4 qui est 
directrice. 

11 y a donc quatre 
coniques répondant 
à la question, dont 
trois au moins sont 
des hyperboles; la 
première, dont la 
directrice est D^, 
peut être une conique de genre quelconque ; suivant que le rapport 

AF 

jrr est inférieur, égal ou supérieur à \ . c'est une ellipse, une para- 
bole ou une hyperbole. 

41V. Propriété de la tangente A l*elllpse et des rayons vee- 
teurs du point de eontaet. — Théorèhe. — La tangente en un 
point M (Vime ellipse est bissectrice de langle en M extérieur au 
triangle MFF'. 

Cette proposition, qu'on démontre en géométrie élémentaire, peut 
être établie analytiquement de la manière suivante : 

Pour prouver l'égalité des angles GMT, F'MT, il suffit de prouver 

que les angles G'MT et GMT sont supplémentaires. 

Menons par le centre de l'ellipse, origine des coordonnées, les lignes 
0^', 0<p et Oô respectivement parallèles à F'M, FM et MJ; la question 

revient à démontrer que les angles (p'Oô el (pO& sont supplémentaires 




Fip. no. 
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Soit m' le coefficient angulaire de MF', m celui de HF, et (jl celui 
de MT. 
On a pour calculer ces angles (n^ tse) les formules : 



/\ 




tang (p'06 : 



[L — m 
i -+- [Lin' 



et 



X Or, X et y étant les coordon- 
nées de M, 



•^=-r;= 



Fig. 311. 



m 



x-\-c 



m = ' 



X — c 



donc 



lang (p'06 



h^x y 

^ a}y x-^c h^x (x-hc)-^ a^y* 



^ 



b*xy 



y (a* A- -h a*c — b*x) 



a*y(x-^c) 
Or le point M est sur Tellipse dont Tèquation est 



donc 

D'ailleurs 
par suite 



tang o'06 = ) ^ = 

° ^ cy (ex 4- a*) cy 



Le coefficient angulaire m de FM ne diffère de m' que par le 
changement de c en — c, donc 

tang ^06 = 4-- 
ce qui démontre le théorème. 
418. Tangente A lliyperlnkle. — TuÉORÈii?:. — La tangente en 
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un point M d'une liypei^bole at bissectrice de l angle intérieur du 
triangle FMF (fig. 312). 

Si on mène par Torigine les droites O^p', Oô, Oç respectivement 
parallèles à MF, MT, MF, il faut 
démontrer que 



Or 



lang{p'OÔ = tang90ô. 
lang<p'06 = j^ 



/\ 



m — (X 



fi — m 



Or le coefficient angulaire de la 
tangente à Thyperbole est 



d'ailleurs 



b*x 



m = 




Fig. 312. 



m = 



_ y 



ar — c 



Les expressions de j 



■ p-m' 1 -H H^wi 
qu'on a trouvées pour Tellipse que par 
le changement de J» en — t"; par suite 

langçW = + - 



ne diffèrent donc de celles 



.G T 



el 



tang(pOô = -+- — 




Fig. 313. 



donc les angles <p'06 et <pOô sont égaux. 

419. Propriété de la Umsente ù la 
parabole. — Théorème. — La tangente 

MT à une parabole est bissectrice de C angle formé par le prolon- 
gement du rayon vecteur FM et la parallèle MX^ menée à Vaxe par 
le point M. 

L'équation de la parabole est 
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celle de la tangente en M est {n^ MS) 

Yî,=|,(X + T). 
son coefficient angulaire 

y 

celui de MF 



m 

X — 



9 



Donc si on trace 06 parallèle à MT et Oç parallèle à FM (fig. 513) : 
!• langXO0 = |jL=^ 



2* tangô09 = -j 



i^ m — |JL z 



p y . p^ 



i-h 



»(-f) 



,(x+|) 



et comme i/ = ipx, 

_ r'+Ç _ p(^+i) _,, 



tang ôOîp : 



donc tang X06 = tang 60(p, et par suite XiMT = TMG. 

Le triangle T'MF est donc isocèle : de là une construction de la 
tangente en H, connaissant le foyer F et Taxe FX. 

4tO. Problèmes relatifs ù la eonslrnctlon de la tangeote. — 

Nous renverrons aux traités de géométrie élémentaire pour la solu- 
tion de ces problèmes, solutions qui résultent toutes du théorème 
que nous venons de démontrer pour les différentes coniques. 

4tl. Projeetlons des foyers sur les tangentes. — ThÉORÈUE. 
— Le lieu des projections des foyers d'une ellipse ou d'une hyper- 
bole sur les tangentes est le cercle déci'it sur l'axe focal comme dia 
mètre* 
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En effet, soit une ellipse ; prenons l*équation d'une tangente paral- 
lèle à une direction donnée (n^ soi) 



[1] y = mx-h\/a^m*-^-b* 

celle de la perpendiculaire abaissée d*un foyer F sur cette droite est 

12] y = -i(x-c). 

Éliminons m entre ces deux, équations, nous aurons l'équation du 
lieu de T intersection de ces droites. Pour cela écrivons les équations 
[1] et [2] sous la forme 

[1] y — mx = v/a'w* H- 6* 

[2] my-\-x = c 

et faisons la somme de leurs carrés, nous obtenons 

(1 -h m*) (x^ -+- y*) = a^m} -h t» -h c* 
ou 

(1 -4- m») (x^ -h- y^) = a^m^ -h i ) 

ou en divisant par m' -4- i 

x^-hy^ = a*. 

C'est la circonférence qui a pour diamètre Taxe A A' de l'ellipse; si 
on change c en — c, le résultat est le même, puisqu'on élève les 
équations au carré. 

2® Pour l'hyperbole, on partira de l'équation de la tangente, qui est 



y — mx = sja^w} — 6* 

et comme c* — 6' = a', le même calcul conduit au même résultat. 

4t9. Iile« des projections da foyer d*iiiie parabole sar les 
(«Bffentes* — Théorèhe. — Ce lieu est la tangente au sommet. 

En effet, la tangente menée à la parabole parallèlement à une di- 
rection donnée a pour équation (n« Z09) 

[il » = ''*^-^£ 
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celle de la perpendiculaire menée à cette droite par le foyer est 
Écrivons ces équations 

et retranchons membre â membre, il vient 



m 



- = d'où x = 0. 



4tS« Produit des distanees des foyers A «ne tangente. — 

Théorème. — Ce produit est constant et égal à b* pour VeUipse^ à 
— b' pour r hyperbole. 
En effet, 1 équation d'une tangente à Tellipse étant 



y = mx-h\/a*m*-^b^ ou mx — y-h\/a*m*-\-b*^=0 
les distances des foyers F et F' à cette droite sont (n<> t60) 



FH — wc -h \/a»m* -f- b* «,„, __ — mc-^ \/a^m} -+- b^ 

donc 

FH X F'H' = (v^^'^* -4- 6» -4- me) (\/a«m» -<- ^« — me) 

m' H- 1 
ou 

FH X PH' == "''"' -^/' 7 "'^' = ^'^":' ^/^ = fc. 
m' + 1 m' -h 1 

Et pour rhyperbole, le môrtie calcul, en changeant fc* en — t*, donne 

FHxF'H' = — fc« 

C'est qu'en effet les deux foyers d'une ellipse sont toujours du môme 
côté de la tangente, ceux d'une hyperbole sont toujours de part et 
d'autre de cette droite. 
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4t4. Paraméire d'ane conlqae. — Si par Un foyer d*une COni- 

que on mène la corde CC perpendiculaire à l*axe focal, la longueur 
de la moitié de cette corde est appelée le paramètre de la courbe. 

Ainsi dans la parabole si on fait j:=-|. abscisse du foyer, Téquation 
if = ^px donne pour l'ordonnée correspondante 
tf =. p^ donc FC = p 

Dans une ellipse, pour x=^±:c on a 



doù 



w» a* — c* b* , fc> 

?r := ■ — ^ — « = rfc — 




*' 



» = ±- 



Dans une hyperbole on a de même pour a:=z±e 
ou 

h = ; — =-; dou v = iii — 

lit y.S yyS •' r. 



Fig. 514. 



l'-î^=i 



FC = — est \e paramètre, que nous désignerons encore par/> (fig. 314). 

4t5. Équation commaae aax trois courbes, rapportées A 
Taxe foeal et A la taagente an sommet* 

i° Soit une ellipse rapportée d'abord à ses axes, transportons Tori- 
gine au sommet de gauche, Féquation 



devient 



ou 



ou 



•ï+i:-i=o 






1* — i_?! ?î_^ 
6* a* a a* 



a a* 
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et en posant 

— =r=W doU -- = -W 

a * a} a'^ 

2<> Soit une hyperbole; transportons Torigine au sommet de droite, 
il faut remplacer x par X 4- a» et l'équation devient 

(X^a)« Y' ,_^ 
a» ^» 

ou 

Y» a» . 2X . X* 

ou 

Y« = 2-X4-^X» 
a a* 

qui donne, en désignant — par j9, 

Y« = 2iA4-^X« 
' a 

S"* On sait que la parabole rapportée à son axe et à la tangente au 
sommet a pour équation 

Y« = 2/^X. 

On voit qu*en général si une conique est rapportée à Taxe focal et 
à la tangente en un sommet, la concavité de la courbe dans le voisi- 
nage de ce sommet étant dirigée dans le sens des x positifs, Téqua- 
lion de la courbe est 

Y« = 2/;X-}->X«. 

Suivant que X < 0, X > 0, X = 0, la courbe est une ellipse, une 
hyperbole ou une parabole. 

4t«» Théorème. — Si le paramètre d'une conique reste fini y 
quand la longueur de Vaxe focal augmente indéfiniment, Varc de 
courbe dans le voisinage du sommet A a pour limite un arc de para- 
bole. 

En effet, si dans Téquation 



y« = 2pxz!i?x« 
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on fait croître a indéfiniment, p restant fini, - tend vers zéro et à la 

a 

limite Téquation se réduit à 

Remarque. — On peut aussi supposer que la distance AF reste 
constante, tandis que a croît indéfiniment. 
Ainsi soit une ellipse, 

AF=a — c pz=-'=z =ri — , i i 

Posons 

a — c = J d*où c=:^a — d, 

alors 

^ a a 

L*équation de la courbe devient 

'' a \a a^J 

qui à la limite, quand a = », se réduit à 

y^ = idx. 

On peut ainsi déduire certaines propriétés de la parabole de celles 
de Tellipse. 

497. Déterminatioii des foyers d*iuie eoiilqne rapportée A 
des axes rcetan^alalres quelconques. — EXEMPLE. — Soit Téqua- 
tion 

[1] 2xy = a\ 

Cette équation représente une hyperbole équilatère, dont les axes 
des coordonnées sont les asymptotes. 
En identifiant cette équation avec Féquation focale 

[2] (x-^<iy-h(y-'Py — (lx^my-^hy=0 

on a ridentité 

[3] (r — a)« + (y — p)* — 2)n:y-+-Xa« = (te-+-my-hA)» 
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Ordonnons le premier membre par rapport à x, 

x^ — (2a -h 2Xy)x -h a« H- (y — p)» -4- Xa« = {/x -^- mi/ -f- A)*. 

Ce trinôme du 2« degré par rapport à x devant être identique à un 
carré parfait, il faut que ses racines soient égales; donc 

(a-4-Xy)*-a«-(i/-p)«-Xa« = 

ou, en ordonnant par rapport à y, 

(X« — 1 )y« -H 2(Xa -4- p)y — p« — Xa* = 0. 

Cette identité devant avoir lieu quel que soit y, il en résulte les con- 
ditions 



[5] 
[6] 



XI — 1=0 

Xa-f-p = 
p«-hXa» = 



qui permettent de déterminer X, a et p. 

La condition [4] donne 



X = ±l. 




Fig. 315. 



Prenons d'abord X=l et substi- 
tuons dans les égalités [5] et [6]; 
Tègalité [6] fi« -4- a* = donnerait 
pour p des valeurs imaginaires. 
Prenons X = — 1 , on a 

— a-|-p = d'où a=p 
fi« — a« = d'où p = dia. 



Les foyers F et F' sont donc les sommets des carrés construits sur 
OA et OA' {?\%, 515). 
En faisant 

X = — 1 a = p = a 

le premier membre de l'identité [5] se réduit à 

(r — a)« -4- (y — a)* -+- 2ary — a* 
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(x -T- y)* — 2a (a: -h y) -f- a* = (a; 4- y — a)* 



réquation de la directrice est donc 

x-hy — a = 0. 

C'est la droite AB, l'autre est A'B'. Nous avons vu, en effet, que 
chaque directrice d'une hyperbole passe par les projections du foyer 
correspondant sur les asymptotes. — En traçant la circonférence 
dont le rayon est OA, on a en S et S' les sommets de l'hyperbole. 

On suivra la même méthode pour déterminer les foyers de toute 
conique donnée. 

§ II. — PROPRIÉTÉS DE L'ELLIPSE 



4t8. Construction d'nne ellipse connaissant les deux axes. 

— TnÉORèMB I. — Si un segment de droite de longueur constante a 
ses extrémités B et A mobiles, l'une sur X'X, Vautre sur Y'Y, un point 
quelconque M de cette droite décrit une ellipse ayant pour demi-axes 
MA et MB. 



En effet, soit 



MA = a 



MB=:6 



Projetons le contour OPMA sur OX, et le contour PMB sur OY. 
On a, en désignant par w l'angle variable que fait BA avec OX, 

[1] ,r-f-acosa) = 
[2] y — bs\niû = 

En éliminant cos (o et sin u> 
entre ces équations et l'é- 
quation de condition 

[3] cos' Q) -4- sin' (û = \ 
on en tire 

X* y^ , 

~-hf.= l Fig. 316. 




Le lieu décrit par OM est donc une ellipsa dont les demi-axes sont 
a et 6. 



Digitized by 



Google 



414 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

De là résulte une construction facile : en faisant glisser une bande 
de papier où Ton a marqué les points A, D, et M, Â se déplaçant sur 
YT et B sur X'X (flg. 516), le point M décrit l'ellipse. 

4t9. Théorème U. — Si on décnt la circonférence ayant pour 
diamètre le grand axe d'une ellipse^ les ordonnées de deux points M 
et Mj de même abscisse et situés Vun sur Vellipse, Vautre sur la cir- 
conférence f sont dans le rapport constant du petit axe au grand. 

En effet, Téquation de Tellipse 



[') 1+!-:=' 


donne 




b ,- 


celle du cercle 


donne 






[2] a«-|-y,« = a^ 


î/, = v/a« — X' 


d*où Ton déduit 








[3] 


1_ 


b 
a 





et réciproquement des équations [2] et [3] on déduit Téquation [i]. 

D'après cela, si on trace 
Y les deux circonférences qui 

ont pour diamètres AA' et 
BB', un rayon quelconque 
OED, puis les droites DP et 
EM parallèles aux axes, on 
a dans le triangle ODP 
(fig. 517) 




PM 

pd' 



OE 
Oh 



b 
a 



donc M est un point de l'el- 
lipse dont les demi-axes 
sont a et b. 



4«0. Théorème III. — 
La projection d'une circonférence sur un plan quelconque est une 
ellipse! " 
En eifet, menons le plan de projection par le centre du cercle et 
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soit 6 i*angle des deux plans; prenons le' centre pour origine des 
coordonnées dans le plan du cercle. et dans le pîan de projection; 
soient X, Y les coordonnées d'un point quelconque M de la circonfé- 
rence, a son rayon, et soient x, y les coordonnées de sa projection P. 
Dans le plan XOY (fig. 518) on a 

X«-+-Y» = a« ^' 

Orar = X 

7/ = HP = HMcose = YcosO 

donc 

cos^ô 
ou en divisant par à^ 

a*"^a«cos«6~" Fig. sis. 

Le lieu du point P est donc une ellipse dont le grand axe est égal 
au diamètre du cercle donné, et le petit axe égal au produit de ce 
diamètre par le cosinus de Tangle que fait le plan du cercle avec le 
plan de projection. 

Si 6 = 3» l'équation se réduit ày*==0, c'est-à-dire X'X. 

4SI. Récipr<iqae« — Toute ellipse peut être considérée comme la 
projection d'une circonférence ayant pour diamètre le grand axe et 
située dans un plan faisant avec celui de l'ellipse un angle dont le 

cosinus est é^al à -• 
a 

En effet, l'équation de l'ellipse étant 

menons par AA' le plan qui fait avec celui de l'ellipse un angle ô tel 
que cos6=:- et considérons le point M de ce plan qui se projette 
enP: 

x = \ w = HP = HMcos6 = Ycosô = -Y 

^ a 
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Donc en substituant dans l'équation [i] on a bien 

X« Y* 

a* a* 

équation du cercle dont le rayon est a. 

On verrait de môme que toute hyperbole est la projection d'une 
hyperbole ëquilatère ayant môme axe transverse. 

4St. Problème I. — Intersection d'nne sécante et d'âne ellipse 

dont on donne les denx 
nxes. — Soit la sécante IZ. 
Considérons-la comme la pro- 
jection d'une droite située dans 
le plan du cercle qui a pour 
projection l'ellipse. Ce cercle 
est rabattu suivant ÂB|A' ; 
cherchons le rabattement de la 
droite autour de AA'. Traçons 
une droite BPE dans le plan 
de Tellipse : elle est la pro- 
jection d*une droite tracée 
dans le plan du cercle, et ra- 
battue suivant EB| ; donc P| est 
le rabattement du point P de IZ; donc IZ se rabat suivant IPjZj. Ce^ 
dernière droite coupe le cercle en M^ et Nj, dont les prqjiclîons 
M et N s'obtiennent en menant les ordonnées MiH et N,K {fig. 319). 

MS. Problème II. 







Tangente en nn point H d*nne ellipse 
dont on connaît le gvand 
axe* — Si le point M appar- 
tient à une ellipse dont le 
grand axe est AA', cette ellipse 
peut être considérée comme la 
projection du cercle rabattu 
autour de AA' suivant ABjA'; 
le point M est alors rabattu en 
M|; on tracera donc la tangente 
en Ml à ce cercle ; 1^ point T, trace de cette tangente sur l'axe de 
rotation étant immobile, la tangente en M à l'ellipse est TM (fig. 320). 

434. Problème III. — Tan^featcs menées par nn point ext^- 




Fig. 520. 
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rieur A une ellipse dont on connaît les deux axes. — Soit P 
le point donné. Cherchons dabord le rabattement du point qui, 
situé dans le plan du 
cercle, se projette en 
P; pour cela, traçons 
la droite PBK; K res- 
tant fixe dans la rota- 
lion, et B se rabattant 
en B4, le point P se ra- 
bat en P4. Si de ce 
point nous menons au 
cercle les tangentes 
PjMJ,P,M'J', celles-ci 
ont pour projections 
PT, PT' qui sont tan- 
gentes à l*ellipse en M 
et M' située sur les mômes ordonnées que les points M^M/ (fig. 321). 

455. Problème IV. — Tangentes menées A une ellipse parallè- 
lement A une droite donnée. — Soit OD la droite donnée : nous en 
aurons le rabattement en traçant la sécante BPI qui se rabat sui- 
vant IB| ; le rabatte- 
ment du point P 
est donc Pi, et celui 
de OPD est 0?fi^, 
Menons au cercle 
les tangentes TM^ 
T'M/ parallèles à 
OD4; elles rencon- 
trent Taxe de rota- 
tion AA' aux points 
fixes T etT'; donc 
les parallèles à OD 
menées par T et T' 
sont les tangentes demandées, leurs points de contact étant M et 
M' sur les mêmes ordonnées que Mj et M/ (fig. 322). 

456. 6é.NÉRALISATlO?) . — Tangentes A des ellipses qui ont un 
axe commun. — Nous avons VU (n^ t95) que réquation de la tan- 
gente à une ellipse (ou une hyperbole) rapportée à ses axes est 




Fig. 322. 



LAUSAT. — COXPL. D'aLC. 



27 
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L'abscisse x^ du pied de la tangente sur X'X est donc (en faisant 

» = 0) 

' X 
c'est-à-dire 

OTxOU=ÔÂ* 

ce qui montre que les points H et T divisent harmoniquement A'A ; 

et d'autre part, l'expression 
de Xi étant indépendante de 
b et de y, il en résulte que 
si on trace différentes el- 
lipses ayant l'axe commun 
A'A, les tangentes à toutes 
ces courbes aux points 
M, N, L, P qui ont même abs- 
cisse OH, concourent sur 
l'axe X'X au même point T. 
Le cercle ABjA' est Tune de 
ces ellipses (fig. 525). 

Il en est de même pour 
toutes les hyperboles qui ont 
F'g 323. le même axe transverse. 

4SY. Liea géométrique des points d*oii l*on peut mener A 
une ellipse deux tangentes rectangulaires. 

Prenons l'équation d'une tangente parallèle à une direction donnée 

(n^'aoi) 

y = mx -h yja-iu^ -t- b* 
Si elle passe par un point XY du plan, on n 




Y = mX -h sja}ni^ -h 6* 
ou, en isolant le radical et élevant au carré, 
(Y — mX)' = a«m«-f-^* 
(X* — a^)m} — 2XYm -h Y* — ^» = 0. 
Les racines m', m" de cette équation du 2'- degré en m sont les coef- 



ou 
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ficients angulaires des tangentes menées du point X,Y à 1 ellipse. 
Pour qu*elles soient rectangulaires, il faut que 



mW = — 1 



ou 



X* 



ou enfin 



X»-HY« = a«H-6» 



Tel est donc le lieu demandé ; c'est le cercle circonscrit au rectangle 

construit sur les deux axes 
nr de l'ellipse (flg. 324). 

438. Bléme problème pour 




Fig. 524. 



Fig. 325. 



rhyperbolc. — Si OU change 6* en — 6^ l'équation précédente 

devient 

X«-hY« = a« — 6» 

C'est un cercle réel et extérieur à l'hyperbole si a > 6 (Cig. 325) ; 
ce cercle est imaginaire si a < t, et se réduit au point si l'hyper- 
bole est équilatère : les seules tangentes rectangulaires qu'on puisse 
alors mener à cette courbe sont les deux asymptotes. 



§ III. — DIAMÈTRES DE L'ELLIPSE ET DE LUYPERBOLE 



439. Équation d'an diamètre d*nne ellipse on d'une hyper- 
bole rapportée A «es axes. — L'équation générale d'un diamètre, 
conjugué aux cordes dont le coefficient angulaire est m, est (xV^ sos) 



[11 



fx'{x,y)-hmf;(x,y) = 
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L*équation de l'ellipse étant 

celle d'un diamètre est donc 



Et si on change i* en — 6', on a pour un diamètre de l'hyperbole 

Sans recourir à l'équation générale des diamètres, on peut trouver 
directement l'équation, dans le cas simple dont il s'agit, en cher- 
chant le lieu des milieux des cordes déterminées dans l'ellipse ou 
l'hyperbole par une sécante telle que 

[3] y = mx-h'k 

Éliminons y entre [2] et [3], nous obtenons l'équation 

(a^m^ 4- b^)x^ -h ia^nùx -h a«(X* — b*) = 

qui a pour racines les abscisses des points d'intersection. 

Soient X, Y les coordonnées du milieu d'une corde ; elles doivent 
satisfaire aux conditions 

, ., .. œ' -+- .r* a^nik 

[5] Y = mX-hX 

et si on élimine X entre ces équations [4] et [5], on a bien 

fc*X-ha«mY = 0. 

440. Relation entre le coefllelent ani^nlaire d*nn diamètre 
et eelnl des eordes eonjni^ées. — Ce produit est comtant. 
Si 8 est le coelTicient angulaire d'un diamètre, on a pour l'ellipse 

8« --=-*; 
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et pour rhyperbole 

a* 

441. Diamètres eonjBf^éa. — Dire qu'un diamètre OD' est con- 
jugué de OD, c'est dire (n° m) qu'il est parallèle aux cordes que OD 
divise en parties égales; on a donc 8' = m; donc les coefficients 
angulaires 8 et 5' de deux diamètres conjugués ont un produit 
constant : 

h* 6* 

88' = pour Tellipse et 88' = -f- -j pour Thyperbole. 



44t. Disposition de deux diamètres eonjiif^és. 

1® Dans l'ellipse» 8 et 8' étant toujours de signes contraires, deux 
diamètres conjugués OD, OD' ne 
sont jamais dans le môme angle des 
axes (fig. 326). Quand 8 croit, la 
valeur absolue de 8' décroît; donc 





Fig. 327. 



8' croît ; les deux diamètres OD et OD' tournent donc dans le mémo 

sens autour du centre. Quand 8 = -» 8' = ; donc les deux dia- 

a a 

gonales OË, OE' du rectangle construit sur les axes sont un système 

particulier de diamètres conjugués. 

a*» Dans l'hyperbole, 8 et 8' étant de même signe, OD et OD' sont 

situés dans le même angle des axes (fig. 327). 



Si 



'<^ 



'■A 
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donc OD el OD' sont situés respectivement dans les angles XOL et 
LOY, séparés par l'asymptote OL ; un des diamètres est transverse et 
l'autre ne rencontre pas l'hyperbole. 

Si 8 croît, S' décroît ; donc les deux diamètres conjugués tournent 

en sens contraire, et quand o = -» on a aussi B' = - ; donc OD et OD' 
^ a a 

viennent se confondre avec l'asymptote. On peut donc dire qu'une 

asymptote est un diamètre singulier qui coïncide avec son conjugué. 

44S. Théorème. — Les tangentes menées aux extrémités d'un dia- 
mètre sont parallèles au diamètre conjugué. — En effet, x^ y étant 
les cordonnées du point D (fig. 326 et 327), le coefficient angulaire 
de la tangente en ce point est 

-_/£-' = _-*!? 
^" t'y a'y 

dans le cas de l'ellipse : celui de OD est 

X 

donc 8fjL = donc jx = 8' 

La môme démonstration s'applique à l'hyperbole. Nous appelons 
hyperboles conjuguées deux hyperboles qui ont les mêmes asymptotes, 
les mêmes axes, l'axe imaginaire de l'une étant Taxe transverse de 
l'autre, telles que CAE, C'A'E' et GBH, G'B'H'. Un diamètre OD' 
qui ne rencontre pas la première rencontre l'autre en des points 
réels et les tangentes en ces points sont parallèles à OD, conjugué 
de OD'. 

444. Remarque. — Diamètres eonjui^és du eerde. — Deux dia- 
mètres conjugués d'un cercle sont rectangulaires et réciproquement; 
deux diamètres conjugués d'une ellipse peuvent donc être considérés 
comme les projections de deux diamètres rectangulaires du cercle 
dont cette ellipse est la projection. Les propriétés des diamètres con- 
jugués de l'ellipse résultent ainsi géométriquement de propriétés 
analogues du cercle. 



Problème. — On donne le grand axe d'une ellipse et un 
diamètre en direction et en grandeur : construire le diamètre conju- 
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gué sam que r ellipse soit tracée. Le diamètre OD est la projection d un 
diamètre ODi du cercle décrit sur AA' ; en traçant les lignes BiD^F, 
puis IDB, celle-ci est la projection de la droite qui est rabattue sui- 
vant IB^ : on détermine 



ainsi Textrémité B du petit 

axe ; OEj, perpendiculaire 

à OD, , est dans le cercle 

le diamètre conjugué de 

ODi : il suffit donc de 

trouver sur E J1 le point E 

, , HE OB 

tel ç^xx^—=—', pour 






/ E 



ir 






-r 



_ Fig. 328. 

HE,"~OB/ 

cela on trace BK parallèle à B,Ei, puis KE parallèle à OH : OE est le 
diamètre conjugué de OD (fig. 328). 

4-M. Variation de l'angle de deax diamètres eonjogaés d*vne 

eiiipM on d'nne iiyperboie. — L'angle DOL de deux diamètres 
conjugués vaut d'abord un droit quand OD coïncide avec OX, puis 
vaut de nouveau un droit quand OD vient coïncider avec OY. 
1^ Dans une eUipse on a 



tang V = 



donc 



tangr Y =; 






Or 



8' = — ■ 



a^ù^ 






(a* — b*)ù ~~ c'o 

Soit z cette fonction dont la variable est S; prenons-en la dérivée, 



c'à^ 



c'ô' 



c^6^ 



Quand 8 croît de à — la dérivée z' est positive, donc z croît. Par 



suite l'angle croit aussi. 



Quand S = - 
a 



z' = {) 



, ,, 2i«a ^ab 



Et quand 8 croît de - à -h «> a' < donc V décroît. 

Le maximum de tang V a donc lieu quand 8 = -. alors 8' =■ : 
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les deux diamètres conjugués sont alors dirigés suivant les diagonales 
du rectangle construit sur les axes; le minimum de V est évidem- 

ment EODi, supplément du maxi- 
mum DOÈ (fig. 529). 
2o Dans l'hyperbole 





Y 




:;v^ 


lU^ 


v1 


A'I ^< 


y^ 


' Na 




K 


/ ^ 


i 


V^' 


"j 



UngV = 



t* — a*8« 



c'd 



Fig. 329. 



on voit, sans recourir à la déri- 
vée, que si 8 croît de à -» tang V 
décroît de +00 à zéro, l'angle V 
décroît de ç à : cet angle devient 

nul en effet quand les deux diamètres conjugués viennent coïncider 
avec l'asymptote. 

449. Formules de Chasies. — Ces formules établissent des rela- 
tions entre les coordonnées des extrémités de deux diamètres conju- 
gués et les longueurs des demi-axes. 

Soient deux diamètres conjugués d'une ellipse OD, OE : ce sont les 

projections des deux diamètres 



Y 
V'" 




rectangulaires 0D„ OE^ tracés 
dans le cercle AB, A' (fig. 530). 
Les triangles rectanglesDjOH , 
OEiK ayant leurs hypoténuses 
égales et leurs angles respecti- 
vement égaux , sont égaux ; 


X' a( k 

"s 

Fig 


. 330. 


X donc 

KE, = OH OK = HDi 

d'ailleurs 

KE HD h 
KK,~HD,~a 



Soient donc x' , y' les coordonnées du point D, x", y" celles du point 
E. On a 



x=OH 



j/' = HD 
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et 

a/' = — OK = — HD, = — %' ou —=-i 
* 6^ a b 

y" = KE = *KEj = -a:' ou C = — 

^ a ^ a b a 

. On a supposé le demi-diamètre OE situé du même côté que OD par 
rapport à AA'. 

448. liOnf^eiirs de deux demi-diamètres eonjn^nés de 
l*ellip«e et de l'hyperbole. — 1° Soit une ellipse 

un diamètre 

[2] ^ y = Zx. 

Ces équations déterminent les coordonnées x, y du point D où le 
diamètre rencontre Tellipse et Ton a, en désignant la longueur OD 
par a\ 

a'* = x" 4- y* 

Or les équations [1] et [2] donnent 



a»6« . a»6«8« 



aîSt-^^î y a«8*4-6* 



y- 



donc 



^5] ^,.^a'^>4-1). 

Soit V la longueur du demi-diamètre conjugué OD', on a de même 

et comme 

o*8 



_ g'fr'fg^S* -f- y) _ g^S» + b' 



a»6*-+-a*6«$* a*8*-hl 
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2» Soit une hyperbole ; OD étant un diamètre transverse de Thyper- 
bole, son expression s'obtient en changeant 6* en — 6* dans la for- 
mule [2], ce qui donne 



[0] 



^,.^ a'b'{l'-hi) 



a^o^ 



Le diamètre conjugué OD' rencontre Thyperbole conjuguée de la 
proposée (fîg. 520), et comme l'équation de cette deuxième hyper- 
bole — — ~j = — 1 se déduit de celle de Tellipse en changeant a* 
en — a', en faisant ces changements dans la formule [4] on a 



Ces formules [5] et [6] donnent des valeurs réelles pour a' et b\ 
puisqu'on suppose O^S^-- 

449. Diamètres conjoi^és égnux,. — i^ Dam V ellipse, a'* et b'* 
sont égaux si leurs numérateurs sont égaux ; la condition est donc 

a*b^(l^'h\) = a'Z*-^b' 
ou 

(a* — 6«)a«8« — (a« — fc«)t» = ou (a« — ^«)(a»8* — 6«) = 0. 

Si i = a, la condition est satisfaite quel que soit 8. — C'est le 
cas du cercle. 

Si bz^a, la condition revient à a*ô* — fc* = oa 5 = it - • 

a 

Il y a donc dans l'ellipse un seul système de diamètres conjugués 
égaux; dirigés suivant les diagonales du rectangle des axes, ce sont 
ceux dont l'angle est maximum. 

2o Dans rhyperboU, les formules [5] et [6] ayant aussi leur déno- 
minateur commun donnent encore la condition 

a*8«-hfc* = a«i»8«-+-a»^* 
ou 

(a» — t»)(a*8« — 1«) = 0. 

Si 6 = a, l'égalité est satisfaite quel que soit 8; donc dans l'hyper- 
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bole équilatère deux diamètres conjugués quelconques sont égaux. 

Si hzfzay on a 8=rit:- : ce sont les directions des asymptotes, 

diamètres singuliers de longueur infinie, dont chacun coïncide avec 
son conjugué. 

450. V* Théorème d'ApoUonlns. — La somme des carrés de 
deux demi-diamètres conjugues d'une ellipse est constante. Les for- 
mules [5] et [4] donnent en effet 



a'ô 



a'ô* 



Cette somme vaut donc la somme des carrés des demi-axes quel 
que soit 8. 

i^ La différence des carrés de deux demi-diamètres conjugués 
d'une hyperbole est constante. Des formules [5] et [6] il résulte que 



a'» — 6": 



aîfcïS» — a*8» -^ a*ft» — b' fl*8»(t* — û*) -h i*(a« — b*) 



b^ — a*ù^ 



b' — a'Z* 



ou 

^*— 0*8* 

Remarque. — La réciproque de ce théorème n'est pas vraie, car si 
dans une ellipse ou une hyperbole on trace le diamètre symétrique 
de Oiy, il a môme longueur que celui-ci, mais il n*est plus le conju- 
gué de OD. 




Fig. 331. 

451 . IV Théorème d'Apollonlas. — Laire du parallélogramme 
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construit sur deux diamètres conjugués d'une ellipse ou d'une hyper- 
bole est constante. 

En effet, ce parallélogramme a pour côtés les tangentes en D et D' 
(fig. 551). Prolongeons la tangente MD jusqu^à la rencontre de OX au 
point T, et traçons D'K parallèle à OX, les parallélogrammes ODMD' 
et OTKD' sont équivalents. L'aire de ce dernier est égale à OTxDH. 

Or, ary étant les coordonnées du point D, x"y'* celles du point D', 
l'équation de la tangente en D est 

_^.^ = 1 dou OT = p 

d'autre part une des formules de Chasles donne (n<^ 449) 

ht' 

y = 

Donc 



y =■ 

•^ a 



S = OTxD'H = -'x — = afc. 
x a 

459. Béelproqne. — Si Vaire du parallélogramme construit sur 
deux demi-diamètres OD, OD^ équivaut à celle du rectangle construit 
sur les demi-axes, les deux diamètres sont conjugués, — Car en tra- 
çant le conjugué de OD, soit OD', le parallélogramme construit sur 
OD et OD' équivaut à ab d'après le théorème direct ; il équivaut donc 
au parallélogramme construit sur OD et 0D| ; donc, ayant même base, 
il doit avoir aussi même hauteur : donc OD^ coïncide avec OD', 
puisque la droite D'M tangente à l'ellipse en D' ne peut rencontrer la 
courbe en un autre point. 

4SS. Remarque. — Ces deux théorèmes peuvent aussi être établis 
facilement pour l'ellipse considérée comme projection d'un cercle 
dont le diamètre est AA'. 

Ainsi, le parallélogramme ODMD' étant la projection du carrè 
construit sur deux rayons rectangulaires du cercle est égal au pro- 
duit de a* par cos 0, et comme cos 6 = -« on a bien 

Sz=a»x-=ot. 
a 

De même l'étude de la figure 550 donne une démonstration géo- 
métrique du théorème I. 
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4M. Cordes supplémentaires. — On appelle cordes supplémen- 
taires deux cordes MD, MD', qui joignent un môme point M de la 
courbe, ellipse ou hyperbole, aux 
deux extrémités d'un diamètre 
quelconque. 

4S5. Théorème. — Detix cordes 
supplémentaires sont respective- 
ment parallèles à deux diamètres 
conjugués. 

En effet, si on mène OC paral- 
lèle à MD' et OC parallèle à MD, 
OC passe par le milieu de la corde 
MD et OC par le milieu de MD' ; ces diamètres sont donc conjugués 
(fig. 332). 

Donc le produit des coefficients angulaires de deux cordes supplé- 
ât 1,1 
menlaires est égal à j dans Tellipse et à H- -, dans l'hyperbole. 

Analytiquement, on a, pour la corde MD, 




Fig. 332. 



et pour la corde MD' 



donc 



./-y-y^ 



m 


x — a; 


m' 




mm' 


^1 ^'1 



Mais les points M et D étant sur l'ellipse, on a 



donc 



donc 






y*-.v" 


„ ,. __. . nii 


6' - 


o' ' 




mm' ^ 1 

a* 



?/'-»" 



ft« 



Réciproquement, st deux corde* menées par un point H de 
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la courbe sont parallèles à deux diamètres conjugués, leurs extré- 
mités D et D' sont diamétralement opposées. Car, MD et MD' étant 
parallèles à deux diamètres conjugués, le produit de leurs coefficients 
angulaires 

h' 
mm' = ; 

et si on appelle m, le coefficient angulaire de la corde supplémen- 
taire de MD, ou a aussi 

mmx = r donc m'^=^m.. 

a' 

On voit de même que, si les deux cordes partent des deux extré- 
mités d*un même diamètre, elles concourent sur la courbe. 

4«. Remarque. — Deux cordes supplémentaires d une ellipse sont 
les projections de deux cordes rectangulaires menées par un même 
point de la circonférence dont Tellipse est la projection. 

458. Problèmes. — Une ellipse (ou une hyperbole) étant tracée : 
i^ Trouver le centre. 2*» Mener la tangente en un point M. 5* Tracer 
lês tangentes parallèles à une direction donnée. \^ Consti^ire les 
axes. 5° Tracer deux diamètres conjugués faisant entre eux un 
angle donné V. 

i" Traçons deux cordes parallèles CC, C^C'^ ; la droite qui passe par 
les milieux I, I| de ces cordes est un diamètre DD' et le milieu de 

DD' est le centre. 
!2<» Soit M un point de Teilipse ; 
^j. en menant une corde D'P parallèle 

V^<Dk^"'k'' — ^^VsA ^ ^^* ^^ corde PD est conjuguée 

i au diamètre OM, donc parallèle 
/'Vjv à la tangente en M; celle-ci est 

'<C' ^ \ ^^^ïSA/X ^^"^ ^^^' parallèle à PD. 

5° Soit Z'Z une direction don- 
née, traçons la corde DP paral- 
Z' lèle à OZ ; DT est la direction du 

Fig 333 diamètre conjugué aux tangentes 

cherchées ; donc en traçant M'OM 
parallèle à DT on a les points de contact (flg. 353). 

4° Soit DE un diamètre quelconque; la circonférence qui a DE 
pour diamètre coupe Tellipse en H et les cordes rectangulaires 
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MD, ME sont parallèles aux axes; on a ainsi AA' et BB' (fig. 554). 

5<» Si on trace sur la droite DE 
Tare de cercle capable de l*angle 
donné Y ou de son supplément, cette 
circonférence peut couper l'ellipse 
en deux autres points M et M'; les 
cordes ME, MD sont supplémentaires 
et font entre elles Tanglc V; il en 
est de même des cordes M'D et M'E 
(fig. 555). 

On peut donc tracer deux sys- 
tèmes de diamètres conjugués AA', 
AjA'i faisant entre eux Tangle V, pourvu que cet angle donné soit 
compris entre le minimum Y, et son 
supplément; c'est à-dire que tang V 

doit être inférieure à ou supé- 

rieure à -î -* 

c* 

S'il s'agit d'une hyperbole, le pro- 
blème est toujours possible quel que 
soit V. 



Fig. 53i. 




Fig. 355. 



459. TiiÉonÈHE. — Si on mène à 
une ellipse une tangente quelconque, 
la longueur du demi-diamètre CD parallèle à cette tangente est 
moyenne proportionnelle entre 
les deux segments MT, MT' in- 
terceptes entre le point de con- 
tact et les deux axes (fig. 556). 

En effet, soient xy les coor- 
données du point M, ar'y' celles 
du point D. On a 



ÔS' = b'^ = x'^-hy'' 



Mais 



y=^ 



hx 
a 



donc 






V^ = 




h^x^ 



a^y* 
b* 



Fig. 536. 
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OU, en tenant compte de ce que le point M est sur l'ellipse et expri- 
mant y* en fonction de x', 

6'. = a._^-!£!. 



L'équation de la tangente en M étant 



^-1-^^=1 



on en déduit 






Donc 
et 






MT'' = (y. - y)' + ^* = (^* - y y + :c' 



ou, en exprimant y^ en fonction de:r' et réduisant, 



donc 






X rr=^> _ (g* — a;«)arVa* — c«j:«)> _ / a* — c'x' y 



ou 




c'a:' 



MTxMT' = a» — ^==i" 

4eo. Problème. — Connaii- 
sant deux diamètres conju- 
gués d'une ellipse, construire 
^ les directions et les longueurs 
^Z des deux axes. 

1« Soient OM et OD les 
demi-diamètres donnés, la pa- 
rallèle l'I menée par H à OD 
est la tangente en M; si on 
porte sur la perpendiculaire 
en M à Z'Z les longueurs MH = MH' = OD, d'après le théorème 
précédent MH est moyenne proportionnelle entre HT et HT^; donc 
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la circonférence décrite sur TV comme diamètre passe en H et en 
Wy elle passe aussi par le point ; donc on en connaît trois points 
0, H, H'; on peut donc tracer cette circonférence et déterminer les 
points T et T'. On a ainsi les directions des axes (fig. 557). 
2® On sait que 

0T = ?- 

X 



ou 



et 



OTxOP = a* 
OTxOQ = b' 



Une construction élémentaire donne donc les longueurs a et b. 

46 1. Équation de l*eUip«e ou de l'hyperbole rapportée h 
deux diamètres eonjagnés. — Si, au lieu des axes de symétrie 
de la courbe, on prend pour axes de coordonnées deux diamètres 
conjugués, toute corde MM', NN', PP', QQ' parallèle à l'un d'eux 
étant divisée par l'autre en deux parties égales, chacune des varia- 
bles x et y ne peut figurer 
qu'au carré dans l'équa- 
tion; celle-ci est donc de 
la forme 

S'X*±S"Y« = H 

et en posant 
H ,. 



^=.- 



elle devient 



X> Y* 

— H-— = 1 

a'* — 6" 




Fip. 338. 



a' et 6' étant les longueurs des demi-diamètros conjugués dont il 
s'agit. 

L'usage de cette équation en coordonnées obliques, de mémo 
forme que l'équation en coordonnées rectangulaires, simplifie cer- 
taines démonstrations, par exemple celle du théorème précédent 
(n» nB). 



UUXAT. — COMPL. D ALO. 



28 
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g lY. — PROPRIÉTÉS DE YPERBOLE ET DE SES ASYMPTOTES 



Théorème I. — Deux hyperboles conjuguées et le système de 
leurs asymptotes admettent le même diamètre pour une même direc- 
tion de cordes. 
En eiîet, pour chacune de ces coniques, Téquation est 

a* 6«"~"^ 

le terme X valant -h 1, — 1, 
ou 0, et Téquation du dia- 
mètre conjugué aux cordes 
dont le coefficient angulaire est 
m est indépendante de X : 




ou 



Fig. 359. 



6«" 
1/=:--— X. 

^ a*m 



Le même point I est donc le milieu des trois cordes CC, EE', GG' 

(fig. 359). 



Théorème II. — Les segments compris sur une sécante entre 
une hyperbole et ses asymptotes sont égaux. 

Car des égalités IE = IE' et IC = IC' il résulte que CE = C'E', 
et de même GE = G'E'. 

464. Théorème III. — Les segments interceptés sur une tangente 
entre le point de contact et les asymptotes sont égaux. 

Car le diamètre OM mené au point de contact est conjugué à la 
direction de la tangente (n® 44S) ; donc il divise T'T en deux parties 

égales. 

4«s. Théorème IV. — Les diagonales du parallélogramme con- 
struit sur deux diamètres conjugués quelconques coïncident avec les 
asymptotes. 

En effet, soient DD', EE' deux diamètres conjugués. Si on les 
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prend pour axes de coordonnées, la nouvelle équation de la courbe 
prend la forme 



w 







a' est le demi-diamètre transverse et b' celui de l'hyperbole 
conjuguée (n« 4«i), et l'équation des asymptotes devient 

Si donc dans celle-ci on fait 
x = a\ on ay = ài b\ 

Donc DM = OE, DM' = OE'; 
les asymptotes sont donc bien 
diagonales des parallélogram- 
mes construits sur DD' et EE' 
(fig. 340). 

Ces équations [i] et [2] de 
l'hyperbole et de ses asymptotes rapportées à deux diamètres con- 
jugués donnent aussi une démonstration immédiate des théorèmes 
précédents. 

MS» Théorème V. — Le produit des segments d'une sécante com- 
pris entre un point M de V hyperbole et les deux asymptotes est égal 
au carré du demi-diamètre parallèle à la sécante. 

En effet, prenons pour axes de coordonnées le diamètre parallèle à 
la sécante et son conjugué (fig. 341 ) . 

L'équation de l'hyperbole 



Fig. 310. 



yr 



donne 



Il u_ 4 



ÏM= 



i'=„^(— ) 



l'équation des asymptotes 




b'^' 



Fig. 341. 



donne 



^=K.. 
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d'où l'on tire 

ou 



ou 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQCE. 

ÎP — ÎM* = fr'* 

(ÏP4-1M)(IP — IM) = i'^ 

(IQ -f- IM) MP = 6'* MQ X MP = 6". 



4«V. Problème I. — Constralrc urne hyperbole couMiIsMiiit les 

asymptotes et ob point. — 

D'après le théorème II, si par 
M on trace des sécantes quel- 
conques CMC, EME', MGG' en y 
prenant les longueurs CM' = CM, 
E'M'' = E>f, G'M"' = GM, les 
points M', M", M'" sont des points 
de riiyperbole (fig. 542). 

4MI8. Problème II. — Tr«eer 
la taoi^eiite en M. — Il faut 
mener par M une droite dont le 
point M soit le milieu ; pour cela 

traçons HH parallèle OL et prenons HT = OH, puis traçons TM; 

on a bienMT = MT'. 




Fig. 5i2. 



Problème III. — Construire le diamètre eonjvi^vé de OSL 

— Il suffit de tracer la ligne OD parallèle à TT', et en achevant le 
parallélogramme qui a pour côté TT' et dont les autres côtés sont 

parallèles à OM, on a la Ion- 

Y I,. 



.^0 



^1/ 






lY' 
Fi?. 513. 

cordes qui sont perpendiculaires aux axes; on sait que 



gueurDD'du diamèlrecherché. 

4YO. Problème IV. — On 
donne le« asymptotes et 
nn point I construire les di- 
rections et les lon gnen r s 

des axes. — Les axcs OX, 
OY sont dirigés suivant les 
bissectrices des angles des 
asymptotes ; traçons en outre 
par le point donné M les 



MPxMF = ft« 



HQxMQ' = a«. 
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On a donc a et 6 par la construction d'une moyenne proportionnelle 
(fig. 543); ainsi 6 = MB. 

491. Problème V. — On donne deux diamètres eonjaf^nés 
trouver les axes. — On construit 
le parallélogramme qui a pour 
côtés DD' et EE'; ses diagonales 
(n? 4«5) sont les asymptotes de 
l'hyperbole, et si DD' est le dia- 
mètre transverse, D est un point 
de la courbe ; on est donc ramené 
au problème précédent (fig. 344). 

49t. Êqnatlon de l'hjper- Fig. 3U. 

bole rapportée it ses asymp- 
totes. — Le centre coïncidant avec l'origine, 1 équation ne doit avoir 
aucun terme du 1" degré; d'ail- 
leurs on sait que si une asymptote 
est parallèle à X'X, le terme en x^ 
manque; l'autre asymptote étant 
parallèle à OY, le terme en y^ 

manque aussi; donc l'équation ^ 

se réduit à — --^ ^ P X 




ou 



xij = K. 




Suivant que K > ou K < 0, ng. 545. 

la courbe est dans l'angle XOY ou 

dans l'angle X'OY. Celte équation exprime que l'aire du parallélo- 
gramme OPQM est constante, puisque cette aire a pour expression 
xysinô (fig. 545). 



§ V. — PROPRIÉTÉS DE U PARABOLE 

Nous savons que la parabole n'a pas d'asymptote et que ses dia- 
mètres sont tous parallèles; par suite elle n'a pas de diamètres con- 
jugués. 
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4yS« C>oii«traetloa d*«ae parabole dont 
B« et le paramétre. — L'équation 



on donne l'axe, le 




Fig. 546. 



montre que Tordonnée est moyenne 
proportionnelle entre la longueur 
constante 2p et Fabscisse OH du 
point H ; on a donc autant de points 
qu'on veut de la courbe en portant 
la long:ueur OP = 2p à gauche du 
point 0, prenant des abscisses OH , 
OH', OH" et traçant les circonfé- 
rences dont les diamètres sont PH, 
PH', PH^ OB, OB', OB' sont les or- 
données correspondantes, qu'on reporte suivant HM, HM', HM' 
(fig. 346). 

4V4. Conséqnenee de la propriété de la «ona-tan^ente. — 

L*équation de la tangente en H est 

Pour Y = on a 

X = — X. 

L'abscisse du pied de la tangente 
en M est donc toujours égale et de 
signe contraire à celle du point M, 
quel que soit le paramètre de la para- 
bole. 

i® Si donc on trace différentes para- 
boles ayant môme axe OX et même 
sommet, les tangentes en tous les 
points qui ont une abscisse donnée OH concourent au même 
point T sur l'axe (flg. 347). 

2^ Si on donne Taxe, le sommet et un point de la parabole, on a la 
tangente en M en prenant OT = OH et traçant TM. 

41 s • Uen des «onumels des angles droit* elreonserlto A la 




Fig. 347. 
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parmbole. — L*équation de la tangente parallèle à une direction 
donnée est (n<» SOS) 

Sl;elle passe par un point donné (X,Y), on a entre m, X, Y la relation 

2Xm» — 2Ym-|-p = 0. 

dont lés racines m\ m" sont les coefficients angulaires des tangentes 
menées par ce point. Pour qu'elles soient rectangulaires, il faut donc 
que 

2X 

ou 

telle est Téquation du lieu demandé; on voit que c'est la directrice. 
496. La «ouft-nomuile est constante et égale an paramètre. 

— Car, le coefficient angulaire de la tangente en M étant -* celui de 

la normale est — - et Téquation de la normale en M est 

Y-y = ~^(X-^) 

Si Ton y fait Y = 0, on a 

X — a: = p 
ou 

ON — 0H=p=:20F. 

Connaissant l'axe, le sommet et un point H, la parabole est donc 
déterminée, et on peut ensuite en construire autant de points que 
l'on veut (fig. 547). 

4VV« Êqnatlon dn diamètre conjugné èl nne direction donnée 
de eordes. — En désignant par m le coefficient angulaire d'un 
système de cordes, l'équation du diamètre est 

/•/-f-m/;' = ou — ;;-hmy=0 ou y = ^ 



Digitized by 



Google 



440 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

On vérifie ainsi que tous les diamètres sont parallèles à Taxe, et si 
m tend vers zéro, le diamètre s*éloigne indéfiniment de Taxe. 

Réciproquement, toute parallèle à Taxe est un diamètre; car, étant 
donnée Téquation 

en posant -^ = X on en déduit m =^» et comme le coefficient angu- 
laire m d'une corde peut croître do — « à -f- <», cette valeur de m 
est toujours acceptable. 

478. La tangente ù, l'extrémité d'un diamètre est parallèle 
aux eordes eonjni^née*. — Soit eu eiTet A (x, y) le point de ren- 
contre d*un diamètre et de la courbe, l'ordonnée y du point Â est 

égale à ^9 et le coefficient angulaire de la tangente en A est (i= -; 

donc a = m. * 

499. Équation d*ane parabole rapportée A nn dlantétre et A 
la tangente conjngnée. — Si Ton prend 
pour axe des x un diamètre AX^ et pour 
axe des y la tangente en A (fig. 548), 
toutes les cordes MM', NN' parallèles à la 
tangente ayant leur milieu sur AX^, les 
valeurs réelles de y qui correspondent 
à une même abscisse AP doivent être 
égales et de signes contraires. La va- 
riable y ne doit donc figurer qu'au carré 
dans réquation ; cette équation ne con- 
tient alors ni terme en y ni terme en xy; 
elle n*a pas non plus de terme en x^, par 
Fig. 248. suite de la condition B* — AC=0, ni de 

terme constant, puisque Torigine est sur 

la courbe. Celte équation en coordonnées obliques se réduit donc 

à la forme 

[i] 7/ = 2p'x 

p' étant le paramètre auxiliaire correspondant au diamètre donné AX|. 

480. Théorème I. — Le paramètre auriliaire p' est égal à la dis- 
tance entre le pied de la tangente et le pied de la normale menées en 
A, sur Vaxe de la parabole. 
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En effet, soient a -et b les coordonnées du point A par rapport à 
Taxe et à la tangente au sommet, on a b* = ipa; menons OP' paral- 
lèle à AT (fig. 349), on sait (n« 4»4) que 



AP'=:OT = OP = a et OF = AT =i= s/Aa' -+-*» = v/iia(5ia -+- jp). 

Mais les coordonnées du point Y 

par rapport aux axes obliques AX| 
et AYj sont 

Xi = AP' et y^z= — f'0 

donc, en vertu de l'équation [i], 

FÔ' = 2/>'xAP' 
ou 



ip' = ^.^i2^±Pl=.2(2a+p) 




OU 



p' = 2a-H;; 



Fig. 319. 



mais la sous-tangente PT = 2a, et la sous-norraale PN=/>; donc 
j3'=Ti\. 

481. Expression de/?' en foneUon du paramétre p et de raii^le 
formé par le diamètre AX^ et la tangente en A. — Soit 6 cct 
angle, les triangles ANT, APN donnent 



donc 
ou 



[ AN = TNsin6 = p'sinô 

} p = AN sin 6 

;j=y sin'O 
^ sin*ô 



48t. Théorème II. — Le paramètre auxiliaire p' con^espondant à 
tin diamètre AXi est égal au double de la distance du foyer au 
point A. — En effet. 



p' = 2aH-/> = 2(a-h|) 



et Ton sait (n® 4a*) que le rayon vecteur FA est égal à «H- s- 
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4SS« Problème. — Construire une parabole connaissant un dia- 
tnèlrey la tangente conjuguée et un deuxième point de la courbe. — 
Soient AD un diamètre, AT la tangente en A et H un deuxième point de 
la parabole. Si on trace Tordonnée MH parallèle à la tangente en A, 
on a (fig. 350) 

Mil* 



MH'=:2/)'xAH 



P='i 



l\li 



Prenons HB=2AH, élevons la perpendiculaire Hi\i'=HH, puis 
M'G perpendiculaire à BM'; on a ainsi />' = HG. 
Traçons GK perpendiculaire à HM, KP perpendiculaire à AD : 

KG=/>'sinO 
PG = KGsinÔ 

donc 

^ * ^::::\^//i,',^^ ^ ^^^ l PG=ysin«e=/>. 

Or 

p' = ia-\'p 
donc 




Fig. 350. 



HP = 2a 



et comme i* = 2a.;>, il en résulte que fc = PK. 

Donc, en prenant AI = KP et traçant par le point I la parallèle à 
AD, cette droite IX est l'axe de la parabole, le milieu de IT en est 
le sommet. Et comme on a le paramètre p, la parabole est détermi- 
née; d'ailleurs, en faisant l'angle TAK==8, on obtient en F le foyer, 
puis prenant OE = OF on a la directrice EL. 

4M. Remarque. — L'équation de la parabole y' = ^p'x rapportée 
en coordonnées obliques à un diamètre et à la tangente conjuguée 
étant de même forme que celle de cette même courbe rapportée à 
son axe et à la tangente au sommet, il en résulte que l'équation de 
la tangente en un point H conserve aussi la même forme dans ce 
système de coordonnées 

^y = p\\ + x) 

par suite la propriété de la sous-tangente subsiste. 
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485. TnéoRÈME III. — Les tangentes menées aux deux extrémités 
d'une corde rencontrent au même point le diamètre de cette coi'de. — 
Car les points M et M' ayant même abscisse, la sous-tangente a même 
longueur pour l'un et l'autre 
point et l'extrémité A du dia- 
mètre AD est le milieu de TP 
(fig..35i). 

486. Problême. — Construire 
par points un arc de parabole 
connaissa7it deux tangentes et les 
points de contact, — Soient TM et 
TM'; on prend le milieu P de MM', 
la droite TP est le diamètre de la 
corde MM', le milieu A de TP est 
un point de la parabole et la tan- 
gente en A est parallèle à MM', 
soit QR. Les droites QA et QM, RA 
et RM' étant des tangentes, la même construction s'applique de 
nouveau et donne des points D et G de la courbe et les tangentes en 
ces points, et ainsi de suite. 

On raccorde ainsi deux droites EM, E'M' par un arc de parabole, 
par exemple pour la bordure 
d'un trottoir à Tangle de deux Sr 

rues. 

489. Sections planes d*an 
eône de révolntlon. — Soit a 
l'angle que fait une génératrice 
quelconque avec l'axe, V'SV le 
contour apparent du cône ; cou- 
pons cette surface par un plan 
perpendiculaire au plan de la 
figure, la position du plan sé- 
cant est déterminée par la dis- 
tance SA = rf et par la trace AX 
de ce plan sur le plan de la figure, 

soit ô l'angle SAX (fig. 352). 
Cherchons l'équation de la section plane ainsi faite ; prenons pour 
axe des y la droite AY perpendiculaire en A au plan de la figure. 
Soit M un point de la courbe, son ordonnée MP perpendiculaire à 
AX ; traçons par le point P la droite CD perpendiculaire à l'axe du 
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cône ; le plan HCD coupe le cône suivant un cercle dont CD est le 
diamètre; par suite 

y* = PCxPD 

Le triangle APC donne 

PC AP PC X ,, . or ^sinO 

ou -: — r = d OU FL = 



• rCn • iC^ sin ô cos a cos a 

sin CAP sm PCA 

D'autre part, en traçant AA' parallèle à CD, et PS' parallèle à DS, on a 

PD = HA' = AA' — AH 

AA' = 2IA = 2dsina 

AH X 



Or 

et dans APIi 



donc 



sinAPH sinAHP 

sin APH = sin S'PX = sin (ô -f- 2a) 

sin AHP = sin AHS' = sin A' = cos a 

. „ X sin (6 -f- 2a) 
AU = 

cos a 

L'équation de la courbe est donc 

.rsin(6 -h2x)> 



X sin 6 / 
•^ cosa \ 



2(/ sin a • 



cos a / 

ou 

« 1 . • ft sin sin (ô -*- 2a) , 

î/> r= M tang a sin ô.x ; -x^ 

^ ® cos* a 

équation du 2^ degré représentant une courbe rapportée à son axe et 
à la tangente au sommet (n* 4ts) de la forme y^=iipx-\-'kx'^, 

488. DioenssioB. — Par construction on a 0<0<ic, donc 
sin ô > ; cos* a > 0, donc le signe du coefficient de x^ dépend uni- 
quement du facteur sin (ô + 2qc). 

Or 6 4- 2» est inférieur à 27r, donc 

i° Si Ô-+-2a<ic ou 0<ô<7c— 2», sin(0-|-2a)>0 X<0 
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Ainsi la section est une ellipse quand ÂX est dans l*angle SAZ. 
S'» Si Ô-f-2a>7c ou TT— 2a<Ô<2ic, sin(e-f-2ct)<0 X>0 

Donc la section est une hyperbole quand AX est dans l'angle VAZ. 

5<» Si0-h2a=':c OU 6=7r— 2a, sin(e-H2a)=0 X=:0 

La section est une parabole quand AX coïncide avec AZ, parallèle 
à SV. 

4® Si sin 6 = 0, c'est-à-dire 6 = ou 8 == ir, on a encore X = ; 
la courbe est du genre parabole, mais Téquation se réduit à ^' = 0, 
droite double, variété de parabole ; le plan YAX devient alors tangent 
le long de SA. 

D'ailleurs, en formant le discriminant A = rf* tang* a sin* ô, on voit 
que A = soit quand sin 6 = 0, soit encore quand (1 = 0; alors le 
plan sécant passe par le sommet. 

De là le nom de conique donné à toute section plane d'un cône de 
révolution, qui est toujours une courbe du 2® degré proprement dite 
ou une variété. 

Remarque. — Nous renvoyons le lecteur à la démonstration de Dan- 
delin qui établit géométriquement ces différents résultats. 



EXERCICES ET PRODLÈMES 

\ . Trouver les foyers et les directrices de la courbe dont l'équation est 

2xj^ — 2flx — 2fly 4- a« = 0. 

2. Écrire Téquation générale des coniques qui ont pour foyer l'origine 
des coordonnées, pour axe focal la bissectrice de l'angle XOY, la directrice 
correspondante étant à la distance d de Torigine. 

5. On donne deux points F et F', l'un sur OX, l'autre sur OY, équidistanls 
du point 0; trouver l'équation générale des coniques dont F et F' sont 
les foyers. — Discussion. — Cas où l'excentricité se réduit à 1, à v/2. — 
Cas où la courbe passe par le point 0. Construire les directrices. 

4. Écrire l'équation générale des coniques qui ont les mêmes foyers 
qu'une ellipse donnée. Montrer que si une ellipse et une hyperbole sont 
homofocales, elles se coupent orthogonalemeiit. 
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5. On donne Téquation 

{y - mx)* -2h (^x + my + ^^ = Q. 

Quelle est la courbe? Trouver son axe, le foyer, la directrice, la tangente 
au sommet. * 

6. Du centre d'une ellipse (ou d'une hyperbole) on mène la perpendi- 
culaire à une tangente. Lieu des points d'intersection de cette perpendi- 
culaire et des rayons vecteurs du point de contact quand celui-ci parcourt 
la courbe. 

7. Lieu des foyers des paraboles tangentes en M à une droite donnée D, 
et tangentes à une autre droite donnée D'. 

8. Construire la parabole qui est tangente à la droite D en M et à la droite 
D' en M'. Trouver le foyer, la directrice. 

9. Lieu des projections H et H' des points M et M' sur la directrice quand 
le foyer F parcourt son lieu géométrique (suite des problèmes 7 et 8). 

10. Lieu des foyers des paraboles tangentes en à OX, et ayant une 
directrice parallèle à une droite donnée. 

11. Lieu des foyers des paraboles ayant une directrice donnée D, et 
passant par un point donné A. 

12. Lieu des sommets des hyperboles qui ont une asymptote et un 
foyer donnés. 

13. Lieu des foyers des paraboles ayant une directrice donnée OD et 
tangentes à une autre droite donnée OT. 

14. Lieu des sommets des paraboles qui ont un foyer donné, et sont 
tangentes à une droite donnée. 

15. Lieu des sommets des paraboles qui ont un foyer donné et passent 
par un point donné (limaçon de Pascal). 

16. On mène dans une conique un rayon vecteur FM, la tangente en M 
et la perpendiculaire en F à FM. Lieu du point de rencontre de ces deux 
dernières droites. 

17. On mène un diamètre quelconque et du foyer F la perpendiculaire 
aux cordes conjuguées à ce diamètre. Lieu du point de rencontre de cette 
perpendiculaire et du diamètre. 

18. Dans une ellipse ou une hyperbole on marque deux points quelconques 
H, M' et l'on trace les rayons vecteurs FM, FM', ¥% F'M'. 1» Prouver que ces 
quatre droites sont tangentes à une même circonférence. 2* Calculer le 
rayon r de cette circonférence. 5* Trouver le lieu du centre w de cette 
circonférence, quand son rayon r reste constant. 

19. Lieu des foyers des paraboles de paramètre constant inscrites dans 
un angle droit. 
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20. Démontrer que la longueur d'une corde qui passe par un foyer est 
proportionnelle au carré du diamètre parallèle à cette corde. 

21. Démontrer que, dans une ellipse, la spmme de deux cordes focales 
parallèles à deux diamètres conjugués est constante. 

22. La somme des inverses de deux cordes focales rectangulaires est 
constante. 

23. Démontrer que si on joint le centre d'une ellipse à un point quel- 
conque M de la courbe, la longueur du demi-diamètre CM est moyenne 
proportionnelle entre les deux rayons vecteurs du point H. 

24. Quel est le lieu des points M tels que CM soit moyenne proportionnelle 
entre FM et F'M? Que sont les points F et F' par rapport à la courbe ainsi 
trouvée? (Examens oraux.) 

25. On prend un point P quelconque sur la perpendiculaire élevée en 
F à Taxe focal d'une conique, et de ce point on mène à la courbe deux 
tangentes. Démontrer : 1" que la corde de contact coupe l'axe focal au 
pied H de la directrice ; 2** que le point H est le milieu du segment TT' 
intercepté sur la directrice par les deux tangentes. 

26. Dans une conique quelconque on trace un rayon vecteur FM, sur 
l'ordonnée HH du point M on porte à partir de l'axe focal une longueur 
HP = FM; lieu du point P. Montrer que c'est une droite tangente à la 
conique ; en quel point rencontre-t-elle l'axe focal ? 

27. On mène un rayon vecteur FM, et à partir de M on porte sur l'or- 
donnée de ce point, de part et d'autre de M, des longueurs MQ = MQ' = FM; 
lieu des points Q et Q' ? — Qu'est-ce que la droite du lieu précédent par 
rapport à la courbe actuelle? 

28. Lieu des foyers des paraboles qui ont un sommet donné S et sont 
tangentes à une droite donnée, OY par exemple. 

29. Lieu des centres des cercles inscrits dans le triangle MFF, quand 
le point M parcourt une ellipse ou une hyperbole donnée. 

30. Les deux extrémités A et B d'une droite de longueur constante 
glissent respectivement sur deux axes rectangulaires 
X^, Y'Y ; le segment AB est la base d'un triangle ABC 
de forme invariable et dont la hauteur est A, les 
segments déterminés par le pied de la hauteur sur la 
base étant a et b; trouver le lieu du point C. — Dis- 
cussion. * 



31. On donne deux points A' et A dont la distance 
est 2a, on élève la perpendiculaire au milieu de A'A 
et l'on y prend une longueur OB = ^ ; puis on trace les 






TF^ 



sécantes AP, AT' telles que OP . OF = t* ; trouver le Fig. 353. 

lieu du point M où se coupent ces deux sécantes. — 

Construire' la tangente en M à cette courbe (fîg. 353). (Examens oraux.) 

32. Dans une parabole on trace une corde quelconque AB; en son 
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milieu on élève la perpendiculaire à cette corde jusqu'à la rencontre de 
l'axe au point K; on trace l'ordonnée lU du point U montrer que la dis- 
tance HK est constante ( fig. 554) .(Examens oraux . ) 

35. On trace une corde AB perpendiculaire à 
l'axe d'une parabole, et on joint ses extrémités 
à un même point M mobile sur la courbe. MoH" 
trer que les sécantes MA, MB coupent Taxe en 
deux points équidistants du sommet. 

54. On donne l'équation 

!• Construire cette courbe, trouver le foyer et la 
directrice. 2* La courbe coupe l'axe OX en un 
point A, l'axe OY en un point B, on mène la 
„. .„. normale en A et la tangente en B; lieu de leur 

** mtersection quand a varie. 

55. Dans une conique quelconque on trace la tangente et la normale 
en M, on projette un foyer sur ces deux droites. Prouver que la droite qui 
passe par ces deux projections est un diamètre. 

56. Déterminer sur l'axe focal d'une conique deux points équidistants 
du centre et tels que le produit de leurs distances aux tangentes à la 
conique soit constant. (Examens oraux.) 

57. Dans un triangle M FF' on donne la base FF' = 2c et la somme 
MF + MF' = 2a; on prolonge la hauteur HM d'une longueur Mf=:&. 
Trouver le lieu du point P. (Examens oraux.) 

58. Lieu des milieux des cordes qui passent par un foyer d'une conique 
(Examens oraux). 

59. On trace la normale en M à une parabole, on la prolonge jusqu'au 
point P où elle rencontre la tangente au sommet. Lieu du milieu I de MP. 
(Examens oraux.) 

40. On trace une corde quelconque AA' perpendiculaire à l'axe d'une 
parabole, on joint les points A et A' au sommet; trouver l'équation du 
cercle qui est tangent en A et A' aux droites OA, OV. Ce cercle coupe la 
parabole en deux autres points B et B'; démontrer que la distance des 
deux cordes AA', BB' est constante et égale à 2/?. — Où est le centre du 
cercle? (Examens oraux.) 

41. On donne une hyperbole rapportée à ses axes, on lui mène une 
tangente quelconque qui coupe les axes en C et D; lieu du milieu P du 
segment CD. — Construire cette courbe. — Asymptotes. .(Examens 
oraux.) 

42. Lieu du sommet A d'un triangle ABC dont la base BC = 2a est 
donnée et dont la différence des angles à la base est constante B -^ G :^ a 
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(par exemple 45^). Construire cette courbe, ses asymptotes. (Examens 
oraux.) 

43. Dans un cercle on trace un diamètre fixe AB et à partir de Aon porte 
dans le sens AO une longueur AP = d, par le point P on trace une droite 
qui fait avec OX un angle a (45*>) et coupe le cercle en des points C et D. 
Lieu de Tun de ces points quand le rayon du cercle varie, le centre restant 
Vixe, — Nature du lieu, montrer que Torigine en est un foyer. (Examens 
oraux.) 

44. On trace les deux paraboles qui ont pour équations 

x^ = 2py. 

Par Torigine on mène deux droites rectangulaires coupant ces paraboles 
aux points A et C pour la première droite, B et D pour la seconde. Montrer 
que Tun quelconque de ces quatre points A est le point de concours des 
hauteurs du triangle qui a pour sommets les trois autres points (les quatre 
points A, B, C, D forment un système dit oHhocentrique), (Examens oraux.) 

45. Si la base BC d'un triangle ABC est fixe, et si la somme des aires des 
triangles ABC, HBC est constante, II étant Forthocentre, trouver le lieu du 





Fig. 3M. 



Fig. 333. 



point A. — Discussion. — • A quelle condition obtient-on deux droRes? 
(Fig. 354.) (Examens oraux.) 

46. On trace une normale quelconque MN à une parabole, l"" On élève 
une ordonnée NP = MN. Lieu du point P, — 2* On porte sur la perpen- 
diculaire à MN les longueurs NQ = NQ' = NM. Lieu des points Q et Q' 
(fig, 355). (Examens oraux.) 

FIN 



UUNAT. — COMPL. D*àLO. 
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